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Introducciodn

La clase de matematica moderna en la escuela @ émiversidad es hoy en dia
inconcebible sin la presencia de medios electrérnieocalculo.

Aunque a menudo se trata de los contenidos acadgmlésicos con los que ya las
antiguas generaciones de alumnos escolares y siarers debieron lidiar, la
representacion y adquisicion de conocimientos saljeellos temas mateméaticos se
encuentran sujetos a un cambio y participan dedassidades de nuestro tiempo:

Se pide resolver tareas mas exigentes, las cualsesmya realizables s6lo con papel y
lapiz.

La calculadora gréfica de bolsillo ClassPad 30€halo en el dltimo aftauna difusién
creciente en el ambito escolar y su uso esta gdonin tanto que aparato electronico
de célculo moderno, en los examenes. Los estudidetboy en dia conocen la regla de
célculo sélo a través de las explicaciones de adeep.

Con el presente libro se pretende una aproximaiénteriormente formulado nivel de
exigencia en una clase moderna de matematicasiesulyir tareas de clase con el
objetivo de introducir la ClassPad 300.

El libro esta dirigido ante todo a los profesorgggfesoras de matematicas, que podran
encontrar en cada uno de los ejercicios sugerems@sdoldgicas sobre como las
antiguas tareas de papel y lapiz pueden ser araplmthreas de calculadora sin por ello
descuidar el efecto sorpresa. Antes al contrariediamte el uso de la calculadora
gréfica de bolsillo se pueden transmitir mejor dateados contenidos matematicos, de
manera que algunos alumnos, a los que hasta el mohas matematicas les resultaba
una asignatura dificil, veran nacer en ellos ungasmo inédito por esta materia.

Naturalmente, el presente libro se dirige tambiéracauellos estudiosos de las
matematicas e interesados que deseen encontrasnegvmulos a través del uso de la
ClassPad 300 o modelos similares de calculadorbsldiio.

Son precisos conocimientos béasicos previos sobreaeejo de la ClassPad 300 o de un
modelo similar de calculadora de bolsillo.

El lector encontrara en los 15 capitulos del libtos cuales pueden leerse
independientemente uno de otro, ejercicios de dasgrobados sobre diversos temas
matematicos, correspondientes a las programacidedss Ciclos Formativos o del
Bachillerato. Algunas aplicaciones alcanzan el Inide Escuela Técnica Superior,
resultando especialmente interesantes a los aludenpemeros cursos universitarios.

La clasificacion de contenidos en los 5 primergsitoéos comprende temas de Algebra
y comienza con el analisis de sistemas de ecuaciomales, que pueden tener una,
varias o ninguna solucion. Aqui la Calculadora disibo se convierte ya en una ayuda
de gran utilidad si el sistema de ecuaciones ammtiariables simbdlicas (parametros).
A continuacién vienen capitulos sobre el calculweletores efR?, R®y R". El capitulo

5 presenta una introduccion a los numeros compiegifiante la ClassPad 300.

En cada capitulo el lector encuentra valiosas dRigtara iniciados”, que deberian
permitir allanar algunos problemas aparentes oseéalar las ventajas de la utilizacion
de la calculadora y explicar la base matematica.
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Los capitulos que siguen, desde el 6 hasta elr@fiseen a la representacion gréafica en
R? o R®y tratan en particular la discusion de curvas. Adléator interesado aprendera
algunas cosas nuevas sobre ventanas de observaciorescala logaritmica,
configurables con la ClassPad 300 por primera Méa. adelante se explica a través de
ejemplos sencillos como pueden generarse grafiamhupidos al azar (Trayectorias de
un suceso estocastico).

Los capitulos 9 y 10 se dedican al calculo simbol&qui encontrard el lectdtistas
para Iniciadosque van desde el célculo integral o la descomguside fracciones
parciales hasta la utilizacion de nuevas instrumsade la calculadora de bolsillo para
sucesiones numéricas y secuencias de sumas paroialecaracter polindmico. Todo
ello va mucho mas alla de las sucesiones aritngticgeomeétricas conocidas hasta
ahora.

El capitulo 11 se inscribe en el moderno campocéigulo de probabilidades y de la
estadistica matematica, los cuales estan alcanzeradpresencia cada vez mayor en los
curricula de los cursos superiores. Aqui el lector apreridanas técnicas sobre
simulacion y evaluacién de datos, y los fundamed&ok teoria de la probabilidad. Por
medio del juego de azar ‘Dos cabras y un cochel s#roducido de manera facil y
clara en la problematica. De paso también se erplida programacion de la
calculadora de bolsillo.

Los ultimos cuatro capitulos se ocupan de modeb&iemméticos sencillos aplicados a la
Tecnologia, los cuales pueden ser descritos codaagle ecuaciones diferenciales o
bien remitirse a las Series de Fourier. A travésjdmplos muy ilustrativos el lector va
descubriendo el manejo de la ClassPad 300, puderatar sorprendentemente.

El atractivo especial de este libro radica en @frecomo complemento de la clase de
Mateméticas actual, la presentacion de otros cantinoia el conocimiento matematico.
Aquél que no se da por satisfecho con la clase aerwhticas convencional y desea
profundizar en determinados temas de manera autbhaftara aqui valiosos estimulos.

Texto e imagenes han sido realizados en base arkidom actual del producto
01.24.0000 de la ClassPad 300 con el maximo cuidaa® sugerencias y propuestas
gue puedan surgir durante el trabajo con este Beran siempre bienvenidas por la
filial de Alemania de CASIO Europa SL, asi como pbreditor y el autor. No se
asumird ninguna responsabilidad legal por everduai®res contenidos en el libro.

Este trabajo tiene todos los derechos reservadosariterior atafie también a la
traduccion y la reproduccion o la distribucion needé sistemas electronicos, asi como
a la reproduccion con propositos educativos siareasicion escrita por parte de CASIO
Europa SL.

Dresde, Mayo 2004
Dr. Ludwig Paditz, Catedrético de Ciencias
Direccion de contacto del autor:

Hochschule fur Technik und Wirtschaft (FH)
FB Informatik/Mathematik
Friedrich-List-Platz 1

D-01069 Dresden

paditz@informatik.htw-dresden.de
http://www.informatik.htw-dresden.de/~paditz/
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1 Solucion de sistemas de ecuaciones lineales
(con matriz de coeficientes regular o singular)

¢,Como se encuentra con ayuda de las ordexfigs.)/rref(...) la solucion
(no) exacta de un sistema de ecuaciones lineales?

1.1 Ejemplo introductorio a la notacion elemental y de
matrices

X+2y+3z=4 1 2 3 4
2x+3y+4z=1 ie. A w-b=2 3 4”7 y- 1 =0 (Vector cero)
3X+4y+tz=2 3 4t 2

principal (Principal: pulsar sob * =) es introducida por filas. Asi los
elementos de una linea se colocan igualmente eatohetes y se introducen
uno tras otro (separados por comas). La entrada

[[123][234[341]] A D

produce la visualizacion (display) adyacente:

|| W Edit Accidn Interactivo

|

¥

Primero es registrada lénea de entrada;a continuacion, la reaccion de |
calculadorala linea de respuestd*Answer”, variable de sistermans).

[C1,2,3]102,3,4103,

]

[

4,111
123
234
34t

- -
_ mth [abe [cat | 20

. , . BH|i ] |F -
Utilice la comoda entrada de matrices y vectoregleBlassPad con ayuda n[8le[ofc[o], |2 |xly]=]e ] ]

del teclado virtual. En el menu abierto de la aglién principal (Principal)

[mO]

se abre el teclado virtual (presionar t) y se puls{Z_1. Después se

Lim 0
+0

.|
pasa pagina colz] y se pulsa dos veces so[,I:| D]. En la ventana de entrada

e

HEEREE
EHO|EE

&
23|+
E ||an=s

-
-

AR |Ejev:.

Algeb Esténdar Real Fad g

del menu de la aplicacion principal se abre asbalespondiente campo de
entrada-2D con marcadores de posicion. jPruebel!ukte instruccion de
almacenamiento se encuentra inmediatamente bajo el simB@lcen el
teclado virtual (en el menu abie2® asi como en el memith)




1.2 Ejemplo introductorio en la notacion elemental y de
vectores.

X+2y+3z=4
2x+3y+4z=1 e X  al+y a2+7Z a3- 1" b=0
3X+4y+tz=2

1 2 3 4 X
Significanal= 2 ,a2= 3 ,a3= 4 y b= 1 asicomow=y
3 4 t 2 z

[[%r Edit Accidn Interactiva , .
B e 511 D€ nuevo se usa la comoda entrada de matricestgrgsen la Classpad 300

con ayuda del teclado virtual. En el menu abiegolad aplicacién principal
(Principal) se abre el teclado virtual (te) y se pulsdZk_1. Después

se pasa pagina cEly se pulsz[E] dos veces. En la ventana de entrada del
menu de la aplicacion principal se abre asi elespwndiente campo de
entrada2D con simbolos de substitucién. En la imagen adyacka tenido
lugar ya la entrada.

En caso de que durante la utilizacion (almacenawoliede variables
simbdlicas se produzcan como resultado mensajesrde o lineas de
respuesta incorrectas, se tratara, por lo gerderalpa variable simbélica que
ya esta siendo utilizada, a la que se ha asignadalor. En ese caso deberia
abrirse el Administrador de Variables y buscarselarchivo actual entradas
ya existentes. Ahi puede borrarse una variableasn de que contenga un
valor mas antiguo. Una variable que en el archigmmal no tiene ninguna
asignacion no ha recibido, por consiguiente, niagantrada de valores y
puede ser utilizada para nuevos valores simbdlicos.

Algeb Esténdar Real Rad ]

Para acceder al Administrador de Variables haysjuarse sobre el icono
. arriba a la izquierda de la pantalla, y pulsarreoBreferencias. La
carpeta actual para el almacenamiento de de vesiadefinidas es
configurada al principio de un calculo a travésAldin. de Variables, o bien
a través del menu “Formato basico”, en el cualligeate hay que situarse
sobre el icon?¥, arriba a la izquierda, y entonces pulsar sobréeRrecias,

Configuracion.
[ % Edit Accidn Interactivo ko Edit Hccia’-!'u Inte_rac,tivn Adm. de wariable .
A s | | [HE Geneane s )| [ El vector simbélicow
— HAdm. d iabl i
[=] PANCl Forma de wertanar Cambiar nombre =l no puede ser creado ya
S S - .
ERROR! ‘1‘ B ar que la primera variable
- = Dezblaquear iand .
Tipo de argumento _ L = de w ya ha sido
erraneo A 0 : - |
y}w o asignada como variable
L= ) 0 de LISTA. Por lo tantx
: O debe ser borrada.
M=
{12y 333 {122, 30va [m]
{1,2.32 ~ 122230
_x A’} = .
¥ [Fw ETR I |
v ¥
Alaeb Estindar Real Rad qml Alaeb Estindar Real Rad qml Alaeb Estindar Real Rad gml |




En notacion vectorial, el sistema lineal de ecumﬂ;o que adqwere la forma

|| W Edit Accidn Interactivo

X~ al+ y’ a2+7 a3=b, esdecirx” al+ y’ a2+7 a3 1" b=0 ] ] R 3
implica una combinacion lineal de vectores, enltnd caso una combinacié F =
lineal (no trivial) del vector cero. z

. . . . ||A=w-b
En todas las representacionéses un coeficiente desconocido (es decir Tyt 3ez—d
parametro del sistema de ecuaciones) [2-x+3-y+4-z-1
Fextdeyttaz-2 |

Construimos ahora los términds” w- b 0 X al+y” a2+Z7Z" a3- b para ||axal+y=a2+axa3-b

. . . . et 3ez—4
convencernos de la igualdad, o, para ser prect®da diferencia de ambdg |:2.x+3.3,.+4.z_1
términos para conservar el vector cero. Fratdeyteez-2 |
Asi hemos probado la igualdad de las distintascianas.

Axw—b—{ arxal +yHaZ+a=adr

e
&
il

Algeb Esténdar Real Fad g

1.3 Sistemas de ecuaciones equivalentes.

Los sistemas de ecuaciones equivalentes se originantravés de
transformaciones elementales, tal como la mulapii@n de una ecuacion por
un numero, por ejemplo:

(x +2y+3z=4)@ da 2x+4y+62=8,
o la suma de una ecuacién multiplicada (por unlagca otra ecuacion (por
ejemplo, el doble de la primera ecuacion substrapdsteriormente de la
segunda ecuacion y utilizar el resultado como nseganda ecuacion):

(2x +3y+4z=1)- 2" (x +2y+3z=4) da Ox- 1y- 2z=-7.

En lugar de multiplicacion aqui hay también diumsi@ij divisor diferente de
cero!!) y en lugar de adicion también se admitessaccion. Los sistemas de
ecuaciones equivalentes poseen el mismo comporitorie soluciones (véase
la casilla situada mas adelante con 12, 22 y 88hyaso de que sea resoluble)
las mismas soluciones.

Este método es utilizado, por ejemplo, en el Algaoide Gauss, el cual finaliza
con un sistema de ecuaciones equivalente en fosopaomada, como muestran
las siguientes transformaciones (cor= 1) (véanse los campos numeéricos
groseramente delimitados de la pagina siguiente).

Hay tres posibilidades de comportamiento de soluare@s del sistema de
ecuaciones:

12 El sistema de ecuaciorteme solucién unicasi y soélo si hay numerosy,z
X

de manera Unica, es decir un vector solucds y , de manera que
z
sistema de ecuaciones resulta satisfeSistema Compatible Determinado.

22 El sistema de ecuaciones emesoluble si y solo si contiene ul

contradiccion, es decir, si no hay ningun veatocon numeros adecuados
X, Y, z. Sistema Incompatible.

3?2 El sistema de ecuacion&ne soluciéon multiple si y sélo si hay infinito
vectores Sistema Compatible Indeterminado.
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4/3 | 1/3| 2/3

32| 4/2| 1/2

4/3 | 1/3| 213

1/6 | 5/3| -1/8

2/3 | 8/3| 10/3

4/3 | 1/3| 2/3

2/3 | 8/3| 10/3

1/6 | 5/3| -1/4

4/3 | 1/3| 213

O | O |FRP]OCO|OC|FRPJO|O|FRP|IOC|IOIFRPIO|O|(FR]IFP|IFPIFRPIFINDW

1 4 5
1 10 -1
4/3 | 1/3| 2/3
1 4 5
0 6 -6
4/3 | 1/3| 2/3
1 4 5
0 1 -1
x+4/3-y+1/3-2=2/3
y+4z=5

z=-1

z=-1, y=9, x=-1}

1.4 Transformacion del Sistema de Ecuaciones con e |
Algoritmo de Gauss.

Los elementos de la matri y de la columna son combinados en la matriz
ampliada[A, b]con tres filas y cuatro columnas usandose la cadgment(...):

augment([L, 2, 3] [2, 3, 4] [3, 4, 1]], tn([4, 12]) B D

La matriz ampliaddA, b] puede, con ayuda de las 6rdemef...) o bien
rref(...), ser transformada ela forma escalonada reducida por filas(row
reduced echelon form). Cada una de estas matrmpsaalas no es otra cosa
gue la representacion tabular de algun sistemauic®nes equivalente.

Para los no iniciados en este método, a continnagiéne una aclaracion,

perfectamente comprensible, de los pasos de tramstodn desencadenados por
estas 6rdenes a la luz de nuestro ejemplotcenl (quien lo desee puede

comprobar mentalmente todo sin calculadora).

1. Las filas son reordenadas segun los valores w@tbsotlea;;, de manera
gue el mayor valor absoluto ocupa la posi@gn(permutacion de pivote).
(Las filas que empiezan por 0 aparecen al final).

2. Los elementos de la linéaon divididos entre;; (siempre y cuande;; 1
0, de manera que en la primera columna solo queden (las filas que
empiezan por 0 aparecen al final).

3. De todos los elementos de las filabastan se substrae el elemento de la
lineal que alli se encuentre, de manera que en las posgd hastan de
la primera columna haya ceros.

4. Las filas2 hastan son ordenadas ahora segun las cantidades delreteme
actuala;, .

5. Los elementos de esas filas se dividen ahora ant(g@empre y cuando sea
ap * 0), de manera que en las posicioags( i = 2 hasta n) de la segunda
columna soélo haya unos (siempre y cuaagd 0).

6. Para las filas que aun resten (en este caso ursgEgs@a con éste método
los correspondientes pas®s 4. y 5. hasta que en todas las posiciones de
las diagonales principales de la ma&izblo haya unos, y a izquierda solo
ceros.

7. A esta forma ddA,b] se le llama “forma escalonada por filas”. Se la
conoce como el “sistema de ecuaciones escalona@goacuerdo con el
sistema de salida- que puede ser resuelto conid&til mediante
“desenrollado” (calculo inverso).

8. La “forma escalonada por filas” es escrita ahorau®/o como sistema de
ecuaciones escalonado (equivalente) y se resuattituyendo hacia atras.



Con la ordenref(...) se puede construir directamente esta forma eSO~ Edic Aecien Interactive
mientras que la ordeswap(...) intercambia la primera y la tercera linea.

resultado mostrado no corresponde exactamentén€d lal calculo manual, y[t#t )
que éste no sigue necesariamente la programacibsoffevare. La matrizjswapcauamentif by 1,30
ampliada mostrada, sin embargo, representa igusmem sistema d 2L
ecuaciones equivalente. 123 4]
reflansl _
. . L. “ a1 :z
En la forma escalonada reducidaf(...) se ejecuta también el “desenrollad 133 3
(el “célculo inverso”): @1 18 -1
BAa 1 -1
. L, . L. . . ||rrefiansa _
A continuacion, en lugar de la matriz original aparece la matriz unitari [1 @@ -11
— - H1@8 49
(matriz identidad), y ahora el vector soluciéw garantiza los elementos te 881 -1

En las siguientes imagenes fue resuelto el cast pat en el Administrador d

variables, con lo cual se consigue una solucioeuidipnte de (t ¢ 5):

En el

no existe ninguna).

La siguiente

11

R | 4

0

E,ngEb Estindar Feal Fad m]
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|| W Edit Accidn Interactivo

|| W Edit Accidn Interactivo

resultado de estas oOrdenes de

Unica dependiente dgt 1 5).

orden rref(...)) es universal

imagen muestra primeramente [ Edit Accien Interactiva ]| |L ¥ Eoit Rocisn Intersctiv
. . ., . . ., TR T T 0.5 I [id=qfa=—]11
simplificacién (ordensimplify(...)) de la solucién Sl T ]+ | =R ] S b
rreffans? t=3
- [t+4-(2.t_12j] a1 @ ?-t—543
\ETT t=
. ., . 3 2
A continuacion se produce una clara contradicc t-5 * 8@t ;‘—5
7 - ’ . - 4 L] = t— =
en la ultima linea de la matriz ampliada en ebc{‘z #2120, sst
t = 5 (véase mas arriba en el llamado caso2, pag. | , ;_1_5 ref( sugment (Fla b3 3
. . - 12324
. ., simplifyCans?
Ox + Oy + 0z = 1, es decir no hay solucion. —2:(5t=27) ] @127
1 8o = B a8 1
_ rrefiansl
Este método (Algoritmo de Gauss, ordesf(...), p1g 12 18 -1
y funciona siemprd |, ., < o
incluso con matrices de coeficienfeso cuadradas || i “I| |B
Algeb Estandar Real Rad gm] | (Algeb Estindar Real Rad o

. i = o] . H = . B = o]
"flé|{dx]|§=...|$;:...|v| b "'f Y ] o | B "flé|{:x;1|§=...|35:...|v| b
[ L1 23 4] [1 2 3 4]
Fran-b-arxal+ypraleanady refiansy refiansy
a 4t 2 [ 4t 2 ]
a z 3 3 2 3 ]
a @1 -2-t+12 -1 B 1 -Z2et+1Z2 -1
swaptauament(Rabi, 1.3 4 4
T4t 2 Ba 1 = a8 1 =
2341 rrefans rrefiansa
123 4] B T, 4e(2t-12 T, de(2t=12]
refians? _ 18 @ _4'[§+—3 3 _4.[§+T]+2
i 4t 2 t-3 -5
2 3 3 4.2 t-12) v A de(2.t-12)
81 -2et+lz -1 Ble == ! 3 /5= !
4 4 4
aa 1 s = =
5 | _EI a1 = 1 = ]
rrefiansl [n]
Algeb Esténdar Real Fad g Algeb Estindar Real Rad qm Algeb Esténdar Real Fad g

forma digoédrdenes de
transformacion) se obtiene asi de nuevo una matnizliada, que contiene los
coeficientes y el lado derecho de un sistema ebpnteay que, a la inversa,
puede ser asignada asimismo de nuevo a las désraotaciones del sistema.
Asi resultan utiles los ceros originados, y se pudkntificar y escribir
inmediatamente la solucion (el comportamiento decsmnes con arreglo a las
anteriormente citadas proposiciones 12 a 32). e@as® de qué?! 5 hay una
solucion dnica; en caso contrario la solucion nargsa (o0 sea tiene infinitas o
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"5'5 ] o] 5 R |

B

12
refil 2 3
z 4

1 2
rrefi| 2 3
234

u]

Algeb Estiéndar Real Rad dgm]

(rectangulares) o bien matricAscuadradas no regulares, donde falla la regla de
Cramer (ya que no es posible la representacion eferrdinantes para los
numeros buscados en el vector solucion). Este métabién es aplicable a
matrices (ampliadas) con pardmetros.

Como ya se ha mencionado anteriormente, la matnzliadaB = [A, 5] =

[51,52,673,5] es producida mediante la orden de aumento (“odeéeadicion”),
pudiendo utilizarse esta orden secuencialmente: B
B &

augment([[1, 2, 3] [2, 3, 4] [3, 4, 1]], trn([4, 12]))
es decir,

augment(al, augment(a2, augment(a3, b))) B Q

Finalmente consideremos el sistema de salidd sdhy un nuevo lado negativo

b =trn([1, 1, 1]) = [1, 1, 1]. Ahora desaparece la contradiccién en la matriz
resultante de la orderef(...) asi comorref(...) por la aparicion de una linea
completa de ceros:

Ox + Oy + 0z = 0, es deciyquedan solo dos filas disponibles para la leafleréa
solucion (multiple) (ya que la consistente lineacdeos cumple con cualquier
solucion):

Ix+0y—-1z=-1y Ox+1ly+2z=1

Conz = s(s cualquier numero real) se sigue de estas dos filas
x==1+sy=1-2s y (como ya ha quedado establecido} 5 es decir el
vector solucion es

X s-1 1 -1
w=y =-2s+1 =5" -2+ 1 ,31 IR
Z S 1 0

La libre elecciéon del parametssignifica la representacion de infinitos vectores
solucion del sistema de salida (soluciones); véasaso 3 anteriormente citado
en la pagina 9.

En el caso de una matriz regular(t ¢ 5) resultan posibles otras vias de
solucion a través de:
la regla de Cramer (calculo de determinantesdsa(A) * 0)

la matriz inversd™: w= A" b (siempre que exista™)
la ordensolve(...) de la ClassPad:
solve(k+2y+3z=4, X +3y+4z=1, X+4dy+tz=2},{x,y, 2})

|| ¥ Edit Accidn Interactivo

i

"5'5 ] ] |
Tz 3

detc| 1 2 4

4t

didetCRMFx

=i 18- t—54)
t-5

deti| 2

-
N

1Adet Ry

7-t—43
-5

detc| 2

0
—_

MdettRazz

A4
-5
D

Algeb Estiéndar Real Rad om

[ % Edit Accidn Interactivo || ¥ Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo
E e | | 5 ] 0 S ]| (SiEIfE R L
t-5 t-5 t-5 " t-5 t-5 t-5 " t-5
AT —1xbsw -4 -9 4-(2et-12) -4 _t-9 4-(2-t-12)
2 _4-(3-t-16) Z-t-12 t-5 t-5 t-5 t-5 t-5 t-5
t-5 t-5 t-5 4 4
-4 _t-9_ 4-02-t-12) = L t-5
=5 t-3 =3 simplifuCans)#l _ simplify (ans 13
4 —2.(5-t-27) —2e(5-t=27)
L t-5 t-5 t-3
simplify{ans 13N T t—d3 T-t—-d3
—2-[5-t=27) -5 =5
t-5 4 4
Tet—43 -5 i -5
-5 solve (L A+ prHdnaE=d, Zrar Artd pHtHE=R LA W E D)
4 {x=—(18-t—54) T4 ‘-t—54) _J¥-t-43 z=i
5 -5 YT t5 ! o5 YTTiE TS
0 0
Alaeb Estiéndar Real Rad qgn Algeb Estaéndar Real Rad g Alaeb Estiéndar Real Rad qgn
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|[ % Edit Accién Interactivo
S ] [ P | 5

El teclado virtua[ 2], pulsando despuéﬂ ofrece la posibilidad de abrir una {E
mascara de entrada para las entradas del tipo diemdas ecuaciones de un||.?
sistema de ecuaciones lineales. El resultado apa@oo una lista, que en el
siguiente ejemplo es salvada con el nomiste Los elementos de la lista son

1k

Flist
u]

mostrados a través de la ordsrblList. (i (oo [ 20
[n[8fsfulc]o ], |2 |aly|z|z]#]
[mO] [E] g : ..

. . ‘e m |3
1.5 Sistemas de ecuaciones cuasilineales =AEE RS b
;@:IIII ﬁn ’ FIHlEje-:..

Determinados sistemas de ecuaciones no linealedepuser convertidos en
sistemas lineales, a través de remodelacionessforanaciones simples.

Algeb Esténdar Real Bad dim]

|[ % Edit Accién Interactivo

S ] [ P | 3

Ejemplo AtZy+iE=d =
solve({l/x+ 1lly = 8, 1/ly+ 1/z = 11, 1/x+ 1/z = 13}, {X, y, z})no puede ser {2x+3y+4z=1 #liv
evaluado por la ClassPad. Con la transformacir 1/x b = 1y ¢ = 1/z se || v 20 1wz
origina un problema resoluble. La formacion delorahverso (Potencia corl) iz:List(tli_sst,l,l,:m 5
se produce de manera automatica para todos losezitos de la lista. {’F_m{- £54)
subListilists 2, 2{) ctan
Ejemplo =t
solve ({(2x-3)/(5y—-2) =-7/23, sublistdlist, 3,3
5y —4)/(3 2 +x) = 21/19, ! =3
(7z+2x)/(5x+7)=-=15}{x, Yy, z}) =

Algeb Esténdar Real Bad dim]

no puede ser valorado por la ClassPad. Con Drag&blos denominadores se| 3 Edit fecién Interactive

r - 0.5 | [/d= =11
desplazan en la pantalla, encerrados entre paréstéscia los numeradores de Coaliales - Jre- ] >
la derecha, con lo que se origina un problema raisiel. {“‘”“f-a

1k

Lrp+lrz=11
Liarlie=13| y 4

{l+l=g,l+l=11,l+l=1,
X o ¥ Z -
{a+b=8

. b+c=11
Hay planteamientos de problemas que no puedenasarados correctamente||| a+c=12|,,.,.
por la ClassPad ni por otras calculadoras CAS, camestra el siguiente| *;T_S;FS’FB}
g ERE R =
ejemplo: 1.1 1.1 1.1
a 5'b 3'c B
[u]
-1x+0y+2z=1 -1 0 2 1 =
OX +1y_ 42 = 1 - 1 _ 4 - _ 1 Alageb Estidndar Real Rad cm]
es decir A = y b= |[ % Edit Accicn Interactivo
3x+2y+tz=0 2t 0 N ol = | >
- 2a-3_-7 ke
Ix+3y+0z=1 1 2 O 1 -
ay—4 =21
. Jxta 19
¢, Qué nos ensefia este ejemplo? TEiix o
| SatT Ay

Cada calculadora de bolsillo es (solamente) un gfemordenador y no un ||L3»2 28 =5z" 13

2a-3_-T(Sy-2)

ordenador cientifico del tipo de un PC o un Pow&&M Asi pues, el céalculo I 23
simbdlico no es siempre tan rico como para que ip@rialorar variables Sy=s_2i(azex) v
simbdlicas considerando una discriminacion de casdse vias de solucién TE2X o y5(5a+7)
diferenciadas. ; {2y =5, 2 P

Algeb Estindar Real Rad dgm]

Una division entre cero (variable simbdlica o téranivariable simbdlico que
pueda ser cero) no siempre es reconocida, y dtadeuinal transformado no
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resulta entonces util. El resultado final es ercoee este ejemplo, ya que ambas
ordenesref(...) y rref(...) generan de manera incorrecta una cuarta linea
contradictoria, e incluso en la ordenef(...) el parametrd desparece, como Si
no tuviera ninguna influencia en el comportamiefgdas soluciones. En el caso

t = 0, la solucién unica del sistema de ecuaciones (debgeminado) se
determina correctamente.
En caso de duda, es recomendable una comproba@dm Ip solucion

encontrada.
|| ¥ Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo || ¥ Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo
B ] | (i | 5 ] 0 S ]| (SiEIfE R 4
= =] T FETLaOgmeTiCLHa D 7
-1 8 2 - -
=] 18 -2 -1
814y 1 2
32t reflaugment (A, b33 B13 z
L1 =8 18 -2 -1 5
-1 8 2z ¢ 2 ISESH B a1 1z
6B 1 -4 B 1 E+3 =
2 = rref{augmentiH. b 888 g |
t a1 = rreflaugrentiH. b2 _
_ 1 28 Set+ld 1 8@ - g
1 ] 1 ) 7
-1 rreftaugment Ay b3 3
b ! - =
a 1 688 Ble T
1
L B1@o pm o =
1 88184 rreftauament Ay b1 14
-1 Baa 1] aaaa |
5] - ]
Algeb Estiéndar Real Rad om Algeb Esténdar Real Fad g Algeb Estiéndar Real Rad om Algeb Esténdar Real Fad g

|| W Edit Accidn Interactivo
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Eu.s 1II::;||g:::: ]

B

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7|

B

leoo o ]

rreftauarment . b2
188 -

=1k
1

8184

aa1

B eaa |
solwe ({—x+Zz=1,w—dz=-142

[em-2,5e2, 221
TEET R
S -ZATIHZEIATIHERS S 1420

Il‘-" =1

|

[u]

leoe o ]

rrefiangrmenttHa b

2
188 =

2
EIIE’I?

=]
E‘lE‘llﬁ
B a8 a

A—dz=—1,x+3y=12y Lz 23]

- -

TTEYET R

FE-ZATIHZEISTIHERS A 14=0
st
1

u]

kN

Algeb E=stindar Real Rad gml

Algeb Estiéndar Real Rad dgm]

|| W Edit Accidn Interactivo

|| ¥ Edit Accidn Interactivo

Eu.s 1II::;||g:::: ]

B

S ] |

i

abc
refdld e f |3
a hi

1

w o
w oo

-

L ]
L]
1
o
[w

5]
8 a8

1k

18 -2 -1
t 3
81 5+3 3

et 5 k

BBl Ft+id
1At
BB CtH1d (3t
18 -2 -1 7
t 3

E‘l§+3§

ba]
Bel 3-t+ld

B & a 1

|

1k

Algeb E=stindar Real Rad gml
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En el casot 1 0 las ecuaciones no paramétricas
(primera, segunda y cuarta linea) producen una
solucién unica, pero la tercera linea nos condunce e
este caso a una contradiccion, es decir en el caso
t 2 0 no hay ninguna solucion.

En las imdgenes de la izquierda es reconocible el
efecto de la ordemnef sobre matrices con variables

simbdlicas. En

la matri3” 3 las tres variables

simbdlicasy, h, idesaparecen del resultado final.

En la matriz4~ 4 (Forma escalonada por filas segun
el algoritmo de Gauss, véase mas abajo) con lanorde
ref el elementoas, es reducido &l sin tener en

cuenta el casb= 0.

Si en el sistema considerado mas arriba se fone
a, la calculadora encuentra la solucebs O (t = 0):

solve({—x+2z=1,y—-4z=-1,X+2y+a=0x+3y=1},{X,y,z a})



noda{x=-2/7,y=3/7,z=5/14,a= 0},
es decir, para * 0(t 2 0), ninguna solucién.

Consideramos el algoritmo de Gauss para el Ultijpm@o
discutido. Asi pues, trasladamos la segunda linpeg
empieza con el coeficiente 0, a la ultima posicides filas
restantes son inmediatamente divididas entre lefictentes
de la izquierda y empiezan con el coeficiente 1. d3ta
manera empieza el algoritmo de Gauss con la nagrdatos
situada a la derecha.

Las Transformaciones
22 linea menos 12 linea y a su vez
32 linea menos 12 linea dan respectivamente:

La 22 y 32 filas son divididas entre 2/3 y entre 3
respectivamente:

Las Transformaciones
32 linea menos 22 linea y
423 linea menos 22 linea dan respectivamente:

La 32y 42 linea se dividen respectivamente entre
—(3t+14)/6 y —(t+14)/2

La transformacion 42 linea menos 32 linea da fiaatm la
forma gradual de filas.

15

11 0 -2 -1

1| 2/3 t/3 0

1] 3 0

0 -4 -1

1] 0 -2 -1

0| 2/3 t/3+2 1

0 3 2 2

o| 1 -4 -1

11 0 -2 -1

o| 1 /2 + 3 3/2

o| 1 2/3 2/3

0| 1 -4 -1

1] 0 -2 -1

0 1 t/2 +3 3/2

0 0 | -(3t+ 14)/6 -5/6

0| 0 | -(t+14)2 -5/2

11 0 -2 -1

o| 1 /2 + 3 3/2

o| O 1 5/(3t + 14)

0 0 1 5/(t + 14)

1] 0 -2 -1

0 1 t/2+3 3/2

0| o 1 5/(3t + 14)

ol o 0 e
(t+14)(3t +14)

Las soluciones de sistema de ecuaciones con désréados derechos

b?,EZ,%,ﬁ (en la misma matriz de coeficientesd\),
A" w3 =b3 pueden

ejemplo A wl =bi , A" w2 =b2 ,

por

ser

inmediatamente determinados con una orden. Lo iantee basa en el
algoritmo de Gauss y en el hecho de que todasrdasformaciones se

orientan a los coeficientes de la matriz inalterada
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Ejemplo

JEEE N —

Consideramos la matriz original (cont = 1) y tres lados derechbg,b2,b3:

X+2y+3z=4 X+2y+3z=1 X+2y+3z=-2
2X+3y+4z=1 2xXx+3y+4z=1 2X+3y+4z=5
3X+4y+1z=2 3X+4y+1z=1 3X+4y+1z=3

|| ¥ Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo
Rl 8 | ]| (SiEIfE R > ] o] [ L
EEE = -2 “t(bl, augment b2, b33 ) DsElg
23 4 %A S [sb3 12341 -2
L3 41 _ ] Za4115
123 -2 241213 |
2034 5 refiBx _
3401 z | 1234 1 -2
4 augment (A, augment(bl, aur B1z27 1-9
1 |#bi1 12241 -2 ]
L2 234115 '351154_
341215 | rrefiE? _
refiB) _ 188 -11 -1 E
1234 1-2 4
M1 B 127 1 -9 B ima 1 -=L
2
L ez BB 1-1B 2 a
1 J I S - R
Alasb Estandar Feal Fad gm] Alasb Estandar Feal Fad gn] Alasb Estandar Feal Fad g

|| ¥ Edit Accidn Interactivo

Ejecutamos formalmente el algoritmo de Gauss sanadmente con los tres

S ] |

i

a18%9

Ba1-1

augrment (A, iden

=

R TR 8]

rreflans)

180 -— =

[u]

lados derechos, o sea consideramos la matriz animltA,b?,b?,b?’ en las
ordenegef(...)y rref(...) respectivamente.

Ejemplo adicional

Con la ordendent(3) se genera ahora una matriz unitaria (3,3), y caroiden
augment(A, ident(3))se “adjunta” a la matriz: se utilizaef(...) sobre esta
matriz asi ampliada, y asi se encuentran a coatian en la mitad izquierda
la matriz unitaria y en la derecha los elementodadmatriz inversaA™. La base
de esta ultima transformacion es la solucion dedaacion matricial

A" [wi w2, wd] = ident(3): [wi,w2,wd| =A~"x ident(3) = A"

Algeb Estiéndar Real Rad om

Ejercicios

1.1 Solucione los siguientes sistemas de ecuacionssldeion Unica (SCD):

4 3 -1 x« 1 10 5 2 6
a 0 4 1 x2=0 b) x 2 +y 0 +z -1 = 2
-2 -6 -2 x3 6 1 -8 -5 -6
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1.2 Solucione los siguientes sistemas de ecuacionesoldeion mdultiple y
describa las (infinitas) soluciones con ayuda dérpatros.

1 3 -4 3 x 9
2) 3 9 -2 -11 x2 3 -3 b)-3x1+ X2+ X3+4x4=0
412 -6 -8 x3 6 X1+2x2- 5x3+ X4=-7

2 6 2 -14 x4 -12

1.3 Solucione el siguiente sistema de ecuaciones (seempcuando haya

soluciones).
1 1 1 x 2
t t-1 0 y = 2t-1 contl IR
3 3-t 2 z 7

a) ¢Para qué valor de el sistema tiene solucion Gnica? Exponga la
solucion.

b) ¢Para quées el sistema irresoluble?
c) ¢Para quéexisten multiples soluciones? Exponga las solwson

1.4 Examine el sistema de ecuaciones lineales contiaznde coeficientes

t 3+2i
A= 0 1 2 yellado derechb = 1+i
0 4 -1

¢Para qué parametres y ti , reales o complejos, es el sistema de

solucién unica, maltiple o irresolublerépresenta la unidad imaginaria).

1.5 Represente el vectorb como combinacion lineal de los

—_— — — —

vectoresl,a2,a3,a4, es decir, encuentre una solucion de la ecuacion de

vectores
b=w al+x a2+y” a3+z a4:
1 0 -2 6 3
- 2 — 4 — 1 — 0 - 0
al= _, az2= , a3= , ad= , b=
2 -4 0 -3 -2
0 2 -2 -6 1

1.6 Represente el vector cer®@ como combinacion lineal de los

—_— — —

vectoresal,a2,a3,a4, es decir, encuentre una solucion de la ecuacion
vectorial:

—_—

0=w al+x a2+y a3+z a4
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En esta ecuacion vectorial (relacion de dependgmigberian aparecer el

—_— — —

maximo posible de vectoreﬁ,aZ,aB,a4.

1 0 -1 2

-1 4 3 0
a) al= 2 , a2= -4 a3= -4, ad= 1

1 2 0 -1

-1 -2 0 -2

1 -1 -1 -3

- 2 — 1 - 7 — -

b) al= , a2= , a3= , ad=

0 1 3

3 -2 0 -8

1.7 El siguiente sistema de ecuaciones no lineal pase® estructura

cuasilineal:
a+ b+ c¢=3
3a+50+ c¢c=9
2a+3+ c=(d-2° +2
5a + 6b + d-c=15
Solucione el sistema de ecuaciones no lineal yiderespara ello los vectores
1 1 1 3
— 3 — 5 — 1 - 9
al= a2= _, a3= y b=
2 3 1 (d-27 + 2
5 6 d 15

y examine su dependencia lineal.

Sugerencia:
¢Para qué valores dd existe dependencia lineal? Calcule ademas los
determinantes de la matriz ampliada y determina paé valores dé es valida

la ecuaciérdet(A,B) =0.

1.6  Apéndice al capitulo 1

Generacion de sistemas de ecuaciones equivaleméesamtienen
pardmetros con la ayuda del método del intercambio.

El método del intercambio evita la “desaparicior”ghrametros en sistemas de
ecuaciones equivalentes, como ha sucedido méas @oh las ordenesf(...) y
rref(...) respectivamente. ElI método del intercambio es, &dem
frecuentemente mas efectivo que el algoritmo des§ata que con cada paso de
intercambio las tablas de datos se hacen mas pesjyaio deben seguir ningun
“calculo hacia atras”. El pivote se elige en cadsgi*a mano”.



Ejemplo:

- 1x+0y+2z=1 -1 0
Ox+1y- 4z=-1 0 1
y= az es decir A=
3X+2y+tz=0 3 2
Ix+3y+0z=1 1 3

-

El punto de partida es la ecuaci6n= A" w- Db con S/ =0 (vector cero), asi

como§/=[yl, Y., Y, y4]T y Vv=[x, Y, z]T . Lasy, designan variables de ayuda

(ceros).

Con la matriz ampliadbA,— BI vale ?/ = [A,— B}

P N < X

Una representacion de ese sistema de ecuacionesaetabla (Tabla inicial,

abreviadorll) con la matriz ampliadlaA,— BI da:

Intercambio de variables erf/ y w para la Tl

] : : , X y z 1
generacion de sistemas equivalentes: i D 0 5 1
1) Eleccion de un pivote diferente de cerode) Y2 0 1 -4 1

Y3 3 2 t 0
2) Escribir linea “s6tano” (como linea pivotey, 1 3 0 1
separada por el pivote negativo), no eSCn'ug " 0 5 1
ninguna entrada bajo el pivote, aqui “*”.
Sistemar 1 (y1 intercambiado CoR): T i y . 1
3) y» = 0 (variable de ayuda), bajo la cual né * 0 2 -1
escribir en modo alguno ninguna entrada; aqui “*"y, * @ -4 1
N Vs 2 t+6 -3
4) Para las antiguas filas pivote de la Tablaidhic . 3 5 D
escribir ahora la linea sétano. El resto de 18
elementos son sumados con el producto dl * * 4 -1
elemento de la linea sétano situado debajo y el
elemento de la columna pivote situado al lado.
5) Analogamente 1) y 2) (én, linea pivote y s6tano)
Sistemar , (y, intercambiado coR):
T, Y1 Y2 VA 1
6) como 3) y 4) (coy, = 0) X * * 2 -1
y * * 4 -1
7) como 1) y 2) (enT, establecer linea pivote y . .
s6tano ) Y t+14 -5
y4 * * @ _5
S * * * 5/14
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T=TF| w Y2 Ya 1 SistemdTl 3 = TF (Tabla Final)
X * * * =217 (y4 intercambiado con):
y * * * 3/7 L _ ~ .
. . . | -5+5¢+14)/ L. Va_IoraC|on. Parat = 0 se cumpleys = 0 y la solucion
* = 314 =_2/7,y=3/7,2=5/14
z * * * 5/14 X=malLy=oll 2=
Parat © 0 no se cumples = 0, hay contradiccion en la
lineays, es decir no hay ninguna solucion posible.
El nimero de los pasos del intercambio (= nimerasi&ablad 5, Ts,..., TF)
es el rango de la matria (= Rg(A)).
Si este sistema de ecuaciones no homogéneo eshlesate cumple que
Rg(A) = Rg[A, —Db] y viceversa.
Si este sistema de ecuaciones no homogéneo eslubies se cumple qu
Rg(A) <Rg[A, —b] y al revés.
El método de intercambio presentado se lla&odo de Intercambio con
Borrado de Columnas (MIBC), ya que las columnas de las variables de ayuda
no son rellenadas mas. Con MIBC se soluciona a marsistema de ecuaciones
de manera efectiva y no procede el célculo hac#s aomo en el algoritmo de
Gauss.
El Método de Intercambio con Borrado de Filas y Calmnas(MIBFC) sirve
para el establecimiento del rango de una matrigdmputo de posibles pasos de
intercambio):
TI X1 Xo X» En Ty (T, ..., TF) no se introducen cada vez las filgs-y columnasy-
yi | au amn an intercambiadas (en caso de que sea elegidd 0 como pivote).
Y2 | 821 82 %n  gSerfan deseables las ordenes ClassPad adicionBEXA, i, k) y MIRang(A,
-+ - -0 K) respectivamente, para la generacion por pasoshtistde datos reducidas
Ym | @n1 @n2 ... amn (i,k designan aqui la posicion de pivotegn

Ejemplo
-1 0 2 -1
0 1 -4 1
Se busca el rango de la matriz de dato3s > t 0

1 3 0 -1



T X1 X2 X3 X  Ti| X X3 X Tl X3 X T3 Xa
|l D o 2 a1

.| 0o 1 4 1| w|@ -4 1

vs| 3 2 t ol s 2 t+6 3| yslt+12 5] vys|5t/14
wl 2 3 o Al wl 3 2 2| w 5

s| * o 2 -1 S| * 4 -1 S| * 514

En el casd = 0 se cumple qu&F = T3, es decir, tres pasos de intercambio, y

con elloRang = 3.

En el casaa* 0 se cumpleTF = T,4, es decir, formalmente cuatro pasos de

intercambio son posibles, y con ekang = 4

21
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] ] |

i

[4,3]
[+ =]

trnc[4 2]

toFoli[4 3o

o feorl2]]
fl)
i)

EALA

1k

[u]
Algeb E=sténdar Real Gra dqm]

2 Calculo de vectores, bidimensional

¢En qué rango angular principal se encuentran logulds de las
coordenadas polares?

2.1 Modo angular

Lo primero que se debe determinar es si el &ngeberda ser expresado en
radianes o en grados sexagesimales. La configmrald@bmodo angular tiene
lugar a través del menu “Preferenci§€bonfiguracion], submen(Formato
basicd, el cual puede ser invocado desde la linea supeel mend, a la
izquierda de la ventana de trabajo principal (™

En tercera posicion, en el submdRarmato basicd, hay ahora una opcién de
menuAngulo. El subment adjunto se abre habitualmgntisando con el lapiz.
De esta manera se puede, pues, elegir el modoaanguar ejemplo grados
sexagesimales).

La finalizacion de la pantallfFormato basicd debe confirmarse pulsando
Def. (Definir) en la zona inferior; de lo contrario (pejemplo conCanc.
(Cancelar)) desaparece también la pantalla; sinaegob en este caso no se
almacenan los cambios, sino son rechazados.

2.2 Transformacion de coordenadas en coordenadas
polares

Se introduce un vector bidimensional, por ejemE)I:g 4% + 3>0}

bien sea como linea [4,3]=4"[1,0]+3" [0,1]

o0 transpuesto como columna [[4] [3]]1=trn([4, 3])

0 bien como nimero complejo 4+3

Para llevar a cabo una transformacion del formaovidualizacion (por
ejemplo en representacion de coordenadas polaoss)dinigimos al menu
[Accion], el cual en el submern¥ector] contiene la ordetoPol(...), o bien
en el submen{Complejo] la ordencompToPol(...).

Para la transformacion hacia atras en coordenafesianas estan disponibles
las 6rdenegoRect(...) y cExpand(...) respectivamente. Se pueden teclear
también directamente esas Ordenes sobre el tediddal.

La imagen de la pantalla anterior permite obsequse la representacion en
coordenadas polares de un vector se produce de roew vector con radio y
angulo (con el simbolo de angup, versor).



Asi, la medida angular aparecia aqui con el simaotular  , versor) y en

modo exacto:
arctan(3/4) (radianes)

y, respectivamente, en modo decimal
36.870(= 36.870, grados sexagesim

La ultima linea de entrada de la pantalla de laactex muestra la norma del vect

1[4, 3]||=]I[5,D (36.870) ||=5.00C (Modo

Observe la diferencia entre el valor absoluto y [

norma de un vector:
Por ejemplo:

abs([-4, -3]) = | [-4, -3] | = [4, 3]
Yy, por otro lado

norm([-4, -3]) = || [-4, -3] || = 5.

El valor absoluto crea los valores absolutos de I3

coordenadas del vector, mientras que la norma
como resultado el
polares. La norma del vector describe claramente
longitud del vector bidimensional.

Ahora queda respondida la pregunta del principio
sobre el rango angular principal para las
coordenadas polares.

Para el rango angular principal rige la norma DIN:

- 180°< £180,

tal como se puede observar en la pantalla repeedzer

a la derecha. Si se llega a introducir un vectorac
segunda coordenada fuera negativa, tiene luga

medicion de angulo en el sentido matematico nega

y se obtiene una medida angular negativa (véase
ejemplotoPol([4, — 3])

A menudo se cuenta con el rango angular princigél

radio para las coordenadg

ales).

decimal)
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] ] D
[N =]

’ [+ 31

4
3
toPoli[4,3]2

[5 =«ize.86989765)]

4
toFoll bl
opald[? |

5
[4(36.86989?653]
toRect([5 =(3&.27@)]»
[4.8808 2.800]
norm([5 236,278 ]

trnc[4,310

.08 |
0 kd
Algeb Decimal  Cpli Gra gm]
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E R | L

E R | L

[F.000 2. 000 ] [F. 000 3. 000 [

normi[5 <036, 5780 ] normi[5 <036, 5780 ] =

5.0 5.0
[[-4,-21| [[-4,-21|

[4 = [4 =
abs¢[—4,-21] I abs¢[—4,-21] I

4 2] 4 2]
[u] - 0 |
mth |abc |cat | 20 mth |abc | cat | 20

HEBOARRNEENEGR
HEERE

[a] Forma

absExpandt [Func J~]
L 'm .JE L andConnecty
Sle|l=]+ anglet THTREG
(= I+= app[c\xE
: arcLen
{el.e]|[an= argl [Eiec. ]
'-.-'FIRlE:ie-:,. [ 4 [RIEICICIE]F[GIH]I[JIE] ¥
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(] ] | B

Eu.s Y o] B

L[4, 3] -

[+ =[]

4
3
toFolC[d, 3]0

[S.oee «28,270)]
toPoli[—4,31>

[S.e88 2(143.130)]
toPoli[—4,-312

trn L4, 310

4+ -
4+3- 4
compToPoll4+3242
tan'i[ % ]° i
S €
compToPolld+342

5. ¢ 36.BTE @

tan'i[ % ]° i

cExpandi3- e 2

[5.o00 2-142,1200] O e
toPoli[4,-312
[S.e88 <-36.270)]
toPoli[-4,812
[4 2(1zm)]
0 -] -
Algeb Decimal Cplj Gra gm] Algeb Decimal Cplj Gra gm]

<360, el cual, sin

embargo, no se corresponde con la recomendacion (DINl es un acrénimo de
Deutsches Institut fir Normung). La calculadora li#sillo esta programada

siguiendo las normas DIN.

También se puede teclear las 6rdenes directamehte sl teclado virtual, y asi
introducir los vectores sobre las mascaras dedatital menu virtual 2D.

La dltima de las pantallas mostradas presentafasfiormacion de la representacion
aritmética de un namero complejo en la represeiage coordenadas polares (en
modo exacto y en modo decimal). Después se efetdUmansformacion inversa
con ayuda de la ordecExpand. Se ve que la representacion en coordenadas
polares de un numero complejo tiene lugar en lam&oexponencial.
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Ejercicios

Debe tenerse muy en cuenta el modo angular coafigurya que las
transformaciones en coordenadas polares siemprasesin unidad de
medida, es deci|E)(3,14), segun sea el valor por defecto, puede significar
3,14° 0 314" 18(°/ =17¢€,91°.

En el caso de la transformacion de coordenadasregolde nuevo en
coordenadas cartesianas, puede utilizarse la unddmedida grado
sexagesimalindependientemente del modo angular configuradouSidad
de medida, la entrada es interpretada segun el mmogldar configurado.

El simbolo de grado sexagesimale encuentra en el teclado virtual en el
menumth (abrir mendrrig)

Las o6rdenes de transformacion para numeros comsplejm aplicables
también sobre vectores con niumeros complejos:

1+i

compToPoI([1+i,— 1- i])= compToPol

2.1 a) El profesor de matematicas ha definido el raamggular principal como
sigue: £ < 360°.

Dé la representacion en coordenadas polares peeater

b) El profesor de fisica ha definido el ramggular principal como sigue:
- < £

Dé la representacion en coordenadas polares paeater

2.2 Dé para los siguientes vectores la representacicGcoerdenadas polares
(angulo en grados sexagesimales y de rango paincip8®< £ 180C°):

4 1 1 9 0
-3 1 =-1/43 0 -12

2.3 Dados los siguientes vectores fila en coordenadasgs:
[3D(3)], [1L3 /4, [2-145], [4 ].
transforme dichos vectores en la representacidasiana.

. -9 , L.
2.4 a) Dado el vector S|mboI|coh , ¢COmMo resulta la transformacion en

coordenadas polares en el cdsé 0, y si h =0, respectivamente?

b) Demuestre la correccién de la siguiente reptas&m en coordenadas
polares del vector simbolico dado en el apartado a)

V[92+h2) , 0 bien |g| (h=0).

B(— arctan(g/ h) + signum(h)’ /2) B(l- signum(g)’ /2)
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3 Calculo de vectores, tridimensional

¢En qué rango angular principal se encuentran lgulds de las
coordenadas esféricas?

3.1 Modo de representacion

Ademas de la representacion en coordenadas cadsgi@ctangulares), en los
vectores tridimensionales se usa, no ya las coadd¥n polares como
anteriormente, sino las coordenadas cilindricasiem las esféricas. Estas
pueden ser seleccionadas, como las coordenadasegon el caso
bidimensional.

Las 6rdenes se llaman en este cax@yl( ) o toSph( ) y son accesibles
directamente en el mismo menéccién] submen(Vector] como la orden
anteriortoPol( ).

En un sistema de coordenadas “dextrogiratorio’tgsia a derechas) las
visualizaciones se dividen como sigue:

Sistema de coordenadas RepresentacigiQué significa qué?

Coordenadas x: Coordenada del eje de tas
rectangulares [x; y; z] y. Coordenada del eje de kas
(cartesianas) z Coordenada del eje de4a

r : Distancia horizontal al eje Z
: Angulo con el planox 2)

z . Distancia con su signo

algebraico al plano(y)

Coordenadas cilindricas  [r;g; 7]

7 : Distancia tridimensional al
[ , ,ﬁ,] punto cero

C g : Angulo con el meridiano cerg
 : Angulo con el eje polar (e@

Coordenadas esféricas

|| ¥ Edit Accidn Interactivo

La representacion de la conversidbn se produciraursefueran las ] ] |

i

configuraciones por defecto @mados sexagesimalegadianes 0 enmodo  |[FsFhetrnele, =212

o434
exacto(es decidecimal): [4@.544)
£0E, 5590
., .o . toSphitrnt L4, 3. 8102
La representacion évlodo Standard para un vector tridimensional, en el cag Ner T

de introduccion de numeros enteros, comporta leeseptacion exacta de |3 é[tan_i[ ]]
conversion en coordenadas cilindricas o esféricasstrandose ésta Ultima

conversion aun mas complicada. é[cDS'i[ f]]
toCylitrntlasb,clad

W kW

|

Mediante el calculo simbdlico es posible mostrar dalculos internos de Ig| ya2+:2

ClassPad 300, de manera que aparezcan las esisudtulas férmulas. 4[_tan-1[§]+%“mmf

]

Algeb Esténdar Cplj Rad om
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“'2'5 Y o] [ |

toCylitrnila.byclin

5 aZ+b2

a |, M= signumilb)

- - 2 |22 ==
.c[ tan [b]+ L

Lo
toSphitrnifarbyclr?

Y aZ+bZac?
a |, M= signumilb)
- - 2 |22 ==
.c[ tan [b]+ = .

4 cost| —E——
L E|2+b2+t.2

L= e ]

[u]

Al
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05 llfg:;ﬂgij:: Fi |

(9. 434 [
L[2E.8TE) |+ 1
| <r3z.0850 | | =
i 6T [ &
4?1?--:05[ 0 ] |[—
SEa8

-t -
4'."1'."-5|n[ 16a ]-sm[ =

SEE

S48l ]
288

&+

1+

4717 c.c-s[
* So0

) 9,424 6
approxi| <(36.878) |+ 1>
£[32.885) 3
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EOREE |

trmt L4y 2,210

toSphlansy

9.433981132
[z(36.86989?653
£(32.BB532321) |
[9.433981132 &
5(36.86989?653}+[1}
| «(22.00533321) | [ 2
16
4
11 |

n]

1k
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05 llfg:;ﬂgij:: Fi |

4| &
dntP([S},[l})
2 L=
4|8
crnssPC[S},[i})
g3
.
[36
-14 |
L) [
tnSph(crnssP([S},[l}))
g 3

28.6329
<[ 88, 483)

1k
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Asi por ejemplo se puede ver la representaciodmigllo de azimut (direccion
al plano x-y, “direccion de la brdjula”) por transicion de lasordenadas
rectangulares a las cilindricas:

... 0 a las esféricas:

Aqui aparece otra vez la entrada del vector origgthacoordenadas esféricas y
modo de numero decimal como primer sumando:

Si se desea ahora sumar a éste un segundo vegitesado en cualquier otra
forma de coordenadas (rectangulares o cilindricpsiede hacerse sin
necesidad de cambiar el formato.

Anadimos simplemente el vection([6, 1, 3]):

Desafortunadamente, surge el fallo menor de quentaada del primer
sumando ya no vuelve a aparecer redondeada, siebfermato méaximo de
diez decimales (dependiendo del formato numéritoduacido).

3.2 Producto escalar y vectorial

El Producto Escalar - se puede generar con la ordéotP( ) (producto punto,
producto interno), la cual se encuentra en el nfj&odion], submengVector],
es decir en el mismo submenu de las operacionesalieres anteriores.

Ejemplo
4 6 4 6
3 1 =dotP 3, 1 =51
8 3 8 3
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Sugerencia:

Se obtiene el mismo resultado cuando en lugar slevéatores columna se
introducen vectores fila:

[4,3,8]:[6,1,3]=dotP([4, 3,8],[6,1,3]) =51.
También se puede obtener este resultado con ayauda whultiplicacion de
matrices:

[4,3,8]°[6,1,3]=[4, 3,8]" trn([6, 1,3]) =[51]

4 6 4 6
0 sea: 3x1=trn 3 "1 :[5]]
8 3 8 3

Aqui se introduce el signo con ayuda de la tecla de multiplicacion de la
ClassPad 300, es decir, la tecla de multiplica @ tiene varios significados:

Multiplicacion de nimeros (ambos operandos son numeros, Aritmetica
de NUmeros)

Multiplicacion de matrices (ambos operandos son matrices,
multiplicacion de matrices)
Multiplicacién escalar (un operando es un numero y el otro es una

matriz 0 un vector o una lista)
Multiplicacion de listas ~ (@mbos operandos son listas, aritmética de

listas)
[ Edit Accidn Interactivo Il % Edit Accién Interactivao Il % Edit Accién Interactivao
X Td= =i N m =P LI N B =i
"'f -é|£dx3|g=...|$;:...|v| b "'35 -é|f[:x;j|g=...|$;:...|v| ¥ "fl -é|{:x;j|g=... [ | ¥
S1wE = FaR — — T —
4831 |\gotee| 2 || 1 o I e &
expand(S1xca+th)) ! L2 = -14
S51=a+51-b g 3 51 4 -5 1
El
dotPc[4 2 8],[6 1 3 [‘3 135
51x[ﬂ ' =1 g8 3 -14
[4 3 &lxtrne[6 1 3] S1xA
264 [51] 284 —3@E S1
152 4 . -152 51 1336
485 4@ 153 -T714
trmi| 3 | 1 -
S1x=[4 3 £] |:8:| |:3:| S1:|A|
[2m4 153 4m82] [51] a4 @5 S1
[s11x[4 = =] [4,3,81%{6,1,3} 153 51 1836
(24 153 a@z] 24,3, 247 485 153 714 |
S1={4.3, 83 |§| sumnt {3, B I6. 1,330 S1xdet (A
{284,153, 4887 [+ 51+ —1a1631 v
Alaeb Decimal  Cplj Gra qm Alaeb Decimal Cplj Gra gmg Alaeb Decimal Cplj Gra gmg

La penultima multiplicacion muestra que las lingasticales simbolizan el

. || W Edit Accisn Interactivo
valor absoluto y no el determinante. el | 5
El Producto Vectorial (producto cruz, producto externaj” sse obtiene con msph(cmsspc[;H‘f}) 7
la ordencrossP( ), K
a8.629
[4(88.489) :|
Ejemplo £0111.243)
a u
4 6 4 6 1 dotF‘(|:b:|, |:v }
(=} 1
3”7 1 =crossP 3,1 = 36 e
dotPOf B | w |2
8 3 8 3 - 14 uu
Aqui también es lo mismo en qué forma se introddosrvectores (vectores EC‘”JQEUJ'a*“"”ﬂ‘”"’*“”;
columna o fila). La funciéioSph( ) u otras pueden igualmente concatenarse |fizst vecimal teli Radow

en el mismo célculo.
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2
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resehc[B B -y ]
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o

[4 «i1g8) «(125)]k
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tosehc[ 2 2 243
[4 «id45) =(381]

tosehi[ 8 & 2]

[4 2(45) 2(6@1]

rosehi[ B B o
[4 £045) =(9@)]
toSph([\J's_ Je —2]3'
Ca «0a45) 2(12@7]
tosrhi[Z 2 -zyE |
[4 2453 2(15a)]
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[4 £lconst(1)1) «(12@)]

0
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] ] R |

B

£02ES)
[4 zize) «f13517]
E
toEyl(trn(|:z(21EI) bl

20225)
[2:42 «tzm) -2:4Z ]
4

toRectitrnd| £021850 |2
L02250

[Vo V2 27 ]

4
tnSph(trn(|:é(21Ei)i|)

1

1k
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Si se introducen dos vectores en forma simbdlioajcc se representa en la
imagen anterior, resultan claros de nuevo los ppa@sobtener el producto.

En este momento se puede responder a la preguntarfuulada al principio
del capitulo sobre el rango angular principal paralas coordenadas
cilindricas o esféricas

Para el rango principal del angugorige la especificacion normalizada DIN,

- 180°< g £ 180,
como se puede ver en la pantalla mostrada a laeiizu Si se introduce un
vector cuya segunda coordenada sea negativa,aesatmedida angular en el
plano x-y con sentido de giro negativo y se obtiene una daedingular
negativa; véase por ejemplo:
toCyl([2, —2,2]) 0 bientoSph([2, -2,2]): g =-45°
A menudog se calcula también con el rango angular

°£ g < 360°

el cual sin embargo no cumple la recomendacion DI&l.calculadora de
bolsillo ha sido programada segun la norma DIN.

Para el rango angular @& (angulo con el ejez) rige la especificacion

(°£ g £180C°, como se puede ver en la imagen de pantalla auasta la
izquierda.

En Geodesi& se calcula a menudo con el rango angul@fPE g £ 9(°, es
decir los angulos de elevacion se calculan despied ecuatorial:

Asi pues, los puntos por encima del plano ecuattisaen un angulo de
elevacion positivo, y los que estan por debajoatieg.

Para un punto que se halle sobre elzaje hay un angul@ Unico: el angulo
se expresa comg = const (1); véase la tercera imagen de esta pagina.

Ejemplo

La conversién de un vector dado en coordenadasies$éen sus coordenadas
esféricas Standard; véase la Ultima imagen de e&tgna:

Se convierten los correspondientes angulos quesrensuentran en el rango
angular principal dado mas arriba.

Las coordenadas cilindricas se dan igualmente co@ngulo principal g
descrito arriba.

Las coordenadas cartesianas corresponden igualmanias coordenadas
esféricas dadas anteriormente.

El coseno direccionaldescribe el valor del coseno del angulo de unovect
ajnormalizado con el vector unitario de un eje derdeoadas y puede
calcularse como se ve a continuacion (véanse laganes de la pagina 29):
cos(a)=aj><§, cos(b)=a—0>0}, cos(@=aj>4?.

Calculamos el vector [cos@@),cosb),cosg)] , o sea la lista

{cosia),cosib),cosig)} del valor del coseno, y finalmente el angulo por
medio dearccos( )en la ClassPad 300 como sigue:
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[ % Edit Accidn Interactive I[ % Edit Accién Interactivo |[ ¥ Edit Accién Interactivo
R ] [ | ) A el | ) =Y ] [ P | i
trri[1 2 3 ]isa = IR " To.aez
1 ] [cos-itax)
2 dotP Casnormiar, | 1 | »3bx cos-icbal
- 3 ] L cos-tdcx
1 B, 335 T 493
dotPoasmormoal. | @ | drax a 57.688
L& ] dotP (a normalr, | @ |d3cx 26,599
__ B.287 1 i 5] )
a _ a. 8oz CdotPias | B |1ydotPias| 1 |2 ydotPia,| B |32 normian
dotPoasmormiali, | 1 | 2¥bx cos-iiax) ) A 1
L& ] cos-iibx) —
__B.535 Lcos-iioxd { 1144 ' 2-4 !3 1414 }
8 T4. 495 Fos-icans>
HotPea/normeads | 8 | 2ecx 57.682 {74.499,57. 688,36, 6993
L1] - 36.699_% o -
Flgeb Estandar Cpli Gra dm] Algeb Estandar Cpli Gra qm] Alack Estindar Cplji Gra gm

La aritmética de listas se revela ventajosa pal@ilea todos los angulos al
mismo tiempo:
La funciéncos™( ) es utilizable sobre una lista pero no sobre utovec

Ejercicios

3.1 a) ¢(Como se representan los vectores de ergiatEePl(l, -1, 0)a
Px(3,1,— 1)y b deQi(0, 0, 1)aQ2(2, 2, 0 Argumente el resultado.
b) Determine la normaﬂgu (longitud dea), el coseno direccional c&y el

vector unitarioa, de a.

c) ¢ Qué tamario tienen los angulos que foantn los ejes de coordenadas
y planos de coordenadas?
3.2 Dados los siguientes vectores:

a)a=2i+3j,b=4i+], b)a=3i+4], b=4i- 3j +1.
Calcule el vectot?0 asi como la proyeccién de sobreb.
Sugerencia:La proyeccion de sobreb es el vectoag =dotP(51,bj) b_(;
3.3 ¢Qué angulo encierran los vectoees (4,39)" y b=(11- 1)" y qué
longitud tiene la proyeccion de sobreb ?

3.4 Determine para el vector las proyecciones sobre los ejes de coordenadas
y sobre los planos de coordenadas y la longituldgienismas, asi como la

longitud del propio;.

a)x=(3- 41)", b) x=F 21- 3.
3.5 Determine para le vector las coordenadas cilindricas asi como las
esféricas.
a) x=(3- 41), by x={ 21-3)".

3.6 Dados los vectorea = (1- 2,3)", b=(3,04)" y c={ 24,5)".

Calcule los siguientes productostx® , a” b, (bm a a><(b" c) ,

(& 6f ¢ a b ). [d A~ Gosf . & 8", (& 6f . (& o <),
3.7 M0, 0, 0) My(1, 1, 2) M3(2, 3,-1) son los puntos medios de los lados de

un triangulo. Determine los vértic&s, Py, Ps los angulos ,, ,, ,Yyel
area del mismo.

a’ b
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S ] | B
[-2,1,2,@,-51

[-2128 -5]
abs([-2 1 2 @ -5]»

1k

[212m85]
normc[-3 1 2 8 -5 )
NEL)

o -

mth |abc | cat | 2D

[n[Bfa]o]c[>]s |2 |a]yl=]z ||

leg [ Im | © E[7]2]2]]"

x| e* | =t i a[5]6][x]=
€ [ ¥ =11 z]=][+]-
L |1 [c=fel.]c]an=

TRIG |I3|f|LI3| QFC I YAR IE:iE-c..
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S ] | B
[212m5]~

normc[-2 1 2 B -5 ]»
N

-3 1 2
abs(I:B = _1])

-3 1 2
nn:\rm':I:a = _1])

nu:urm(lij E ;’])
JCaIZ 0612+l Z ()

Algeb Esténdar Cplj Rad om

2-y18

4 Calculo de vectores, n-dimensional

¢ Qué diferencia existe entre la conversion a \adgpluto y el célculo de la
norme?

En el célculo de vectores se aplica ocasionalmentmbologia del valor
absoluto en los numeros, por ejemple6| = 6 al calculo de la norma en
vectoresi(-3, 1, 2, 0, -5).

iEn este caso debe aclararse qué se calculara!

La calculadora simbdlica de bolsillo puede calcutamto el vector de los
valores absolutos como la norma:

1(-3,1,2,0,-8]  =(-3|, 1], |2|, 0], -5IF (3, 1, 2, 0, 5)
1(-3,1,2,0,-8)] =((-3F+ (1) + (2F + (OF + (-5)"?= 39"
y para ello dispone de dos ordenes diferentes:

(-3, 1, 2, 0, -8) = abs (trn (-3, 1, 2, 0, -5])) = (3, 1, 2, 0,'5)

| (<3, 1, 2,0, -8} = norm (trn (=3, 1, 2, 0, -5])) = 3%

Obsérvese que en la calculadora de bolsillo lodoves siempre son
introducidos entre corchetes (como las matrices).

Las ordenesbs(...)y norm(...) se pueden utilizano s6lo sobre numeros y
vectores, sino igualmente sobre matrices.

Mientras que la ordemorm(Vector) calcula la Norma Euclidiana del
Vector,norm(Matriz) es laNorma Frobeniusde una matriz.
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¢Por qué resulta mas ventajoso calcular con angulmesados en radianes

gque expresados en grados sexagesimales?

La introduccion de nameros complejos en la Clas3F@&de realiza mediante

la unidad imaginaria (= N-1 ) Sin embargo, en eséscrito se utilizara lp
habitual en Electrotecnia y Fisica.

O en la forma
de Euler

Introduccién de nimeros complejos en formato de
notacion de las componentes
4 + 3 (notacion técnica)
4 + 3 (introduccion de datos en la calculadora)

5>ei sarctan(3/4)

|| W Edit Accidn Interactivo

o o] ¥
4+34 B
Realice en principio los calculos complejos en mBAD (Modo Radianes). compToRal{ 44353 433
En caso de que desee el resultado en modo DEGofsekagesimales tan-i[ﬁ].i,
transforme el calculo a DEG solamente AL FINAL, wez ya ha sido S-e *
determinado el resultado en RAD. tan"[z] i
cexpandiS- & 3
4+30 &
4+3i
4. BEHEE+3 . BEHEE - §
compToPolid+2in
Aclaracion: 5. ¢8-64356+ 4
La funciénarctan se expresa en la calculadora coam®. cexpand(s- el B
De este modo aqten ~(3/4) no significa(tan(3/4)) = cotan(3/4) o i
. Alogeb Decirmal  Cpli Rad dm]
Ejemplo
El efecto del modo angular preconfigurado sobreagjumento desin(x) y
im(e™(i * x)) ( =sin(x)) es en parte diferente si se expresa en modo atbogr
sexagesimales, o bien en modo de medida en radianes
TS| [+ Edt Accien Interactive || [T T [ tdt Accisn Interactivo
Corman | Celda | u'&.s él{ﬂ:zlﬁi::ﬁ%iiiilvl i Corman | Celda | u'&.s 'éII[::JIEEIZlH?I|v| E
Carpeta actual Sinc3a) - Carpets actual SinCzE0 -
rrain = 8. SEEEE [Fzim =] -G, 25563
sin{3E% 2 Sin 30" 2
Wisualizacian 8. SEE8a Yisualizacién H. SHEEE
[Fije S [~] SinEmAED [Fido S [~] SiNCMAGD
H.86914 B. SHEEE
araulo it €™ (%38 ) Anguly i € R E ) )
-3, 93903 Fiadisn -] -8, 95383
Awanzada irne & L3 00 Avanzado i e (R 3ET 30
EFormato n:mtnple:in e iy 8, SeaEs EFormata Enrlnplejn NDSUOSUIN A, Seans
ECalcula decimal @, SAEEA ECalcula decimal 0. SEEEE
ORsistente 0 ORsistente
Dt s D=, g
Algeb Decimal  Cplj Fad g Algeb Decimal  Cplj Gra g Algeb Decimal  Cplj Gra gm) Alaeb Decimal  Cplj Rad qgm
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5.1 Modo de grados sexagesimales

Los argumento800 /6 respectivamente introducidos en las funciasie
e en la ClassPad 300 son interpretados por éstarde fdiferente. Debido a
ello pueden producirse diversos errores de calculo.

En modo de grados sexagesimadey30) es interpretado igual quen (30°)

sin embargoim(e”(i * 30)) es interpretado como entrada en radianes
independientemente del modo angular preconfigurada ser que la entrada
sea en unidades de grados sexagesimaiés?(i * 30°)).

5.2 Modo de radianes

Los argumento800 /6, respectivamente introducidos en las funcisie®
e en la ClassPad 300, son interpretados por édtardesma manera. Debido a
ello no pueden producirse errores de célculo.

En modo de radianesin(30)es interpretado igual quea(e”(i * 30)), a no ser
gue la entrada sea en unidades de grados sexalpssima
sin(30°) = im(e™( * 30°)). 30[Rad] son30/ * =9,549 .

Igualmente se cumple qein( /6) es interpretado en modo radianes como
imer(i* /6)).

Por eso deberia calcularse preferentemente emesgliga que ya que en modo
radianes las funciones trigopnométricas y las rgotrdmétricas interpretan las
entradas numéricas como medidas sin dimension.

En modo de grados sexagesimales, las entradas icamgéon consideradas en
algunos casos como valores sin unidades de unadanten grados
sexagesimales: 30 = 30°; sin embargo no en todosdsos, ya que resta
previsto un argumento en grados sexagesimalesquaa las funcionales.

5.3 Més notaciones de entrada y de salida para nime  ros
complejos.

Notacion trigonométrica: r* (cos( )+i *sin( ))
Notacién de par de nimeros (coordenadas cartekigmad =a +i* b
Simbologia de Versor (Coordenadas poIarEfs}) ] =r* (cos( )+i * sin( ))

La notacion de par de numeros y la de simbologiavelsor no son
recomendables para el calculo con numeros complgjaeberian servir
exclusivamente para la presentacion de resultados



La transformacion en la notacion de pares

0.5 | [fd= =1 5 1 [id= =i
g : i x]lg=| |"I B o M §= e | 3
nimeros se produce con la ordee(z), im(z)]. %‘_Jﬁ%z i 4 %ijﬁil L 2
—z-4. i ] 44§ ][]
[recaEiyimiaa] [recaEiyimiaa]
[ -4] [z 4]

Las coordenadas polares se obtienen medig
toPol([re(2), im(2)]).

Se puede ver el rango del angulo princif
- < £ ,esdecir 18C< £180C

La transformaciéon de la notacion de par
nameros nuevamente a la representad
aritmética se obtiene con
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Modo radianes toFol:

R
- -1 2 |-=
I:E z[ tan [4] 2]]
toFolifretal,imixa]l

[5.e0008 <(-2.21438)]
Modo grados sexag® toPolr

(3]

toFolilrecal,imiaa]l
[5.eeemm o0-126, 2629807
O

4

Modo radianes toFol:

3. m
- -1 2 |4 =
I:E z[ tan [4]+2]]
toFolifretal,imixa]l

[5.00688 <6, 927367]
1lodo grados sexag® toPol:

s Jomerf 3]

toFolilrecal,imiaa]l
[5.o@E68 <(53.13816)]
O

Algeb Esténdar Cplj Gra gm]

Algeb Esténdar Cplj Gra gm]

z=1[3,4]comoZ1, 1] +i -41, 2]= 3 +i -4
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Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7| 4
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De esta manera determingl,1] la primera

0.5 1 Jid= =z
g . R | b
coordenada del Vectoz = [3, 4] Z1.2] |Z ez ol =
determina la segunda coordenada. [z 4] [-3 -4]
norms & 13 norms & 13
5 5
LaS Imégenes deJan Claro que |a medlda ang anglEﬂ[S:q']:[isa:;;S#'EiSBla al'lglE"ﬂ[—S:_q']:[1152561381298
para niameros complejos tiene signo: Z[1,114i201,213 snale([-3,41,[1,81)%0
344 i 126. 86998
arglxaxa FL1,11+ix[1,2]5x
- H H H 53.136818 —3. BHEEE—4 , HHEEE - §
Los nimeros cpmplejos por debajo del eje de|_, _ .., sratzoan *
las x tienen un angulo negativo. 5. BEEEE -126. 86990
u} abslE i
5
En la notacién de pares de nameros (vectorial o
medida angular no tiene signo. = =
Alaeb Estindar Cplj Gra g Algeb Estiéndar Cplj Gra ]

5.4 La  representacion de modulo-argumento
(representacion exponencial, forma de Euler).

La eleccion (configuracion) del modo angular saevtat a través del Mend
[Preferencias] [Configuracidn], submen(Formato basico], que se puede
invocar desde la ventana de trabajo principal dméa de mends arriba a la
izquierda. En el tercer elemento desplegaBleg(lo) del cuadro de dialogo
Formato basicose puede alternar entre dos modos posiBadiany Grado
(sexagesimales). Debe elegirse preferentem&sdian En el siguiente
elemento del cuadro, bajgvanzado debe marcarse la casilla del elemento
Formato Complejo.

Para llevar a cabo la transformacion del formato vigializacion a la
representacion en coordenadas polares nos dirigagh@senu[Accion], el
cual en el submen{iComplejo] contiene las oOrdenes de transformacion
compToPol( ) compToTrig() o cExpand().

Use la ordencompToPol( ) para obtener la representacion maddulo-
argumento . Si se introduce un niamero complej@rdeencompToPol( )lo

convierte a la forma * e?' .
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5. [ c,ns[ tan'i[ % ]]+sin[ tanm-1ik
approxtargtansal
JE6.5878
1@+e™ (4205 1
ne i

1g.e ?
approxicexpandtansal
9. 2397+32, 428 1

u}

] ] >
compToPoliatbis -
at+be i
compToPold+34n
tan'i[ % ]° i
S-E
compTaTrigt4+34
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¥

cExpandla¥e™Cibl )
cosiblat+sinlbla-§

ke~ (287§
ne i
1g-¢
cExpandlans?
1 . . [1
IB'GDS[B'H]+IB'P'EH[9'F
Approxiansy

9.397+3. 426 4
TETCIE. TR0 (T3 1780

S9amed dlemed
—S.¢ <298 L=, 264
approxtansy

B.996-8. 996+

D

1k
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Catbi i c+diol
[c+dedl-(a+bed)
cExpandiansl
-d-b+c-a+(d- a+c-b)- &
Ca+bid Co+did
athb-
c+de i

cExpandiansl
Sl
d<+c d<+c d
simplifylans2
g+ c—a-d-#+b-c-i+b-d
c,2+d2
cExpandlansl
ROUNE- It et
d<+c

1k

=
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La ordencompToPol( ) es independiente del modo de introduccion de datos
de manera que las entradas en la forma de commsndregpresentacion
aritmética) o en representacion trigopnométricataarbién admisibles en grados
sexagesimales, de manera que en las medidas agyalaiDeg el simbolo del
gradoe (en el teclado virtual elijenth y despuédrig) debe ir unido a la medida
angular, pues si no la calculadora podria inteaple@tomo radianes.

Si se introduce un nimero complejo en la fomoanpToPol@ + j b) no se
obtiene en principio ninguna transformacion corClassPad 300, ya que el
software no puede reconocer a qué tipo numéricasigman las variables. Sin
embargo modulo y argumento pueden ser calculadusoicamente, como se
muestra en el siguiente parrafo. Si se substitaygih por nimeros decimales
se transforma el angulo de acuerdo con el modagroatio (RAD o DEG).

5.5 La representaciéon Parte real - Parte imaginaria
(notacion de componentes)

Para volver a obtener la salida en representacdiémética nos dirigimos al
menu [Accion], el cual en el submen[Complejo] contiene la orden de
transformacion.

Si se introduce ahora un numero complejo en laciiade Euler (con lo cual
la e NO es la variable simbdlica del teclado sino lacfane, que se encuentra
en el teclado virtual en la pestafigh) es transformado automaticamente en la
forma de componentes mediardExpand(). Para ello debe ser identificado
como tal un angulo en DEGRP;€al como se ha indicado antes.

Una preconfiguracion en el modo DEGREE no ayuday sias bien produce,
en el peor de los casos, errores de calculo, yaagy@assPad 300 interpreta
como radianes el angulo introducido en el exponente

He aqui un ejemplo con variables simbdlicas o, smamas preciso, con
numeros decimales:

En la Teoria de la Oscilacion surge a menudo dilenaa de que se debe sumar
nameros complejos que se encuentran en la formtaubk. La ClassPad 300

ahorra al usuario la conversion necesaria para eélmo muestra el siguiente

ejemplo:

(5* el36%]) 4 o« e(53.1°j)) 6 (5* e36i)_ 5x e(s&m))

Producto y cociente de dos numeros complejos doulados en principio igual.
Como ejemplo facil de estudiar proponemos:

4+3j=5%el) y 3/24+2) = 25%el*)

El menu [Accién] contiene en el submen{Complejo] cuatro 6rdenes
adicionales para tratar con numeros reales. Lasnésdindividuales de manera
resumida son:

conjg() : conjuga numero complejo

re()yim() : parte real y parte imaginaria (real)

arg() : angulo (argumento) del nimero complejo
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Para el calculo del médulo de un numero complepatitieala orderabs( ) que
se encuentra en el teclado virtwath como|x|. Presionandgx|, aparece sin

embargo en la linea de entraddss( ) El resultado, no obstante, vuelve a 1
presentado con las barras del médulo.

abs():Mddulo del numero complejo

Ejemplo

abs@+b*j)=|la+b*j| y CcExpand(ans)=/a®+b?

] ] S |

¥

approxt (A3 003 242400
12.5688- §
approxt (34 0 O3S 22100
1.9268-8. 5684
conjgtatbin
conjal al-corjalb)- &
retatbil

relal-imib)
imta+bi

il a)+relb)
cExpandlabsCa+bi )2

y aZ+bZ
cExpand{aralatbi
—tan'i[ E ]+ m- slgréumlib)

D

4

Algeb Esténdar Cplj Fad ]

5.6 Célculo con numeros complejos en modo de grados
sexagesimales

En la representacion exponencial, el argumentolangies interpretado en la [ tar fecien nteractive

linea de entradas como radianes, y por tanto chdeex grados sexagesimaleyigi[Ea[E [iIv|

en la linea se salidas.

Sin embargo, si se usa adicionalmente el simbolgraldo sexagesimal, y as
se introduce el argumento angular cdmh@ntonces es interpretado como un
valor en grados sexagesimales. No obstante, laglasalen grados
sexagesimales de las funciones trigopnométricasaipen sin el simbolo del
grado sexagesimatos(b)y sin(b) en lugar decosf°) y sin(b°) , aunque se
introdujo b° . Después de la conversion, en la representacionnerpal se

presenta de manera interesante el anguttan(3/4), una vez con notacion
sexagesimal (en la representacion exponenciabaysot (en la trigonométrica)
Este ejemplo clarifica de nuevo por qué es recortaecl célculo en radianes

¥

cExpandla¥e™ibl )
C.DS[ % . b]- a+5in[ L
cExpandda¥e™(ib? 22

cosib)-a+sinib)-a-+
compToPolid+34a

tan'i[ % ]‘:‘ =i

o8- b
n

Se€
compTaTrigtd+34

S [c-:us[ tan'i[ % ]]+sin[tan'1>
n]

4
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para descartar de antemano posibles fuentes de®rro
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6 Representacion grafica de funciones y
graficos estadisticos
(Gréfico 2-D)

¢,Cuando resulta ventajoso el escalado logaritmieolad ventana de
visualizacion?

6.1 Representacion grafica de funciones

Para representar graficamente funciones delytipdf(x) se abre en el menu
Gréaficos &T... el submendripo y se elige el primer punto del mef(ilipo
y =). Al abrirse la ventana de dialogo aparecen lasesiges opciones:

Tipo y =, es decir: y =1(x)

Tipo r =, es decir: r=r( )

Tipo de parametro, es decir:  x = Xx(t), y = y(t)
Tipo x =, es decir: x =1(y)

asi como (a través de superficies limitadas porag)r

Tipo y >, es decir: y > f(x)
Tipo y <, es decir: y < f(x)
Tipo y® , es decir: y B f(x)
Tipo y £, es decir: y £ f(x)
y

Tipo x >, es decir: x > f(y)
Tipo x <, es decir: x < f(y)
Tipo x 28, es decir: X B f(y)
Tipo x £, es decir: x £ f(y)

(Para ver la imagen de arriba, la opcién del mMiEpd y = ha de estar abierta)

6.2 El editor de funciones (Hojas de trabajo)

Las funciones a graficar se introducen en el edi#gofunciones, que aparece en
el menu Grafico como hojas de trabajo (Hojal, Hoja2oja5). En cada hoja
de trabajo pueden introducirse hasta 20 funcianesas, o bien superficies de
diversos tipos, descritas mediante desigualdades ehtradas anteriores de la
hoja de trabajo pueden eliminarse degdi, opcion del men@orrar todo.

El editor abierto espera la introduccién de la prianfuncion, siendo posibles
hasta cien entradas. Como ejemplo se ha entradma dar funcion sin(x),
ya que, después de colocar el cursor en elaitiecto, podemos empezar a
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teclear liboremente (desde el teclado virtual). Diéspde teclee@@, el editor
espera la introduccion de la siguiente funcién.

Los limites del area grafica (ventana de visuaiGraen el plano-y) se fijan
en el men(Preferencias opciénVentana vis). Para ello hay que presionar el
icono ™ de la pantalla.

Ademas de los limites del area de visualizacion,esiposible introducir otras
variables:

. . . e Edit Zoom Andlisis #
Escalax y Escalay determinan I(_)§ respectivos escaladqs_de los I'e;afﬂp% ] R e o [ L [
y Punto y describen la resolucion en pixels de los grafmos se trazaran|fhaiat [Heiaz [Hodss [Heid 41
cuanto mas pequefios, mas exactos (zoom de apre&made manera que I3 By 1= sin(x)

resolucién viene determinada por el limite del aye@mmbién al revés: ur Eyae, 2
. ., . , . , sy r=—
cambio en la resolucién corrige los limites debaatomaticamente). &

3 a
E}r'q':x_x?q.x_

, .. e ., . 128
Después, la seleccion de la opc¥nGrafico o la pulsacion sobre &lono de |Quso

Grafico B llevan a la imagen de la curva de la funcién semmaionada
anteriormente.

Como ejemplo de representacion de varias funcisabse una hoja de curv
elegimos el polinomio de aproximacion @iaylor de primer, tercer y quintdg
grado para la funcién seno: fad cpli ]

(Las marcas a la izquierda junto a las formulassignifican que esay 3 Edit Tiro M1ems +
funciones estan activadas, es decir seran repegizentSe pueden desactiv
pulsandolas).

Antes de un nuevo dibujo se vuelven a ajustar adkouente los limites de|{erarmal [(—1

QiGrues [=—1]

area de la ventana de visualizacion. OTrazos gruesos  [oeee 1
O Cuadrados G|

. . . . i QCruces ey i
Al elegir Gréafico se dibujan las funciones: 4 OFuntos L]

Las listas del menu del editor de formulas o depdatalla de gréficog

contienen multiples posibilidades de trabajar faesentacion grafica. | —
1 x

Aqui debe proponerse sélo una pequefia elecciohafa mas informacior|y ——

al respecto en el manual de instrucciones). Fad L3 T

Para una funcion introducida en el editor de funeo(hoja de trabajo) pued (EFrE TS -
por tanto, elegirse y configurarse el formato @@fiTipo marcador). Para | (szzcs [E=pacial ]
ello debe pulsarse sobre el tipo gréfico entre taias, a la derecha d€|=Funcisn arsfica

término de la férmula introducido, por ejemgdle----- ECoordenadas
EFuntos de rejilla
Se abre una ventana de dialogo con seis opciones. ME ==
OEtiquetas

OCursor de awvance

La repres_entacién de Id3untos de rejilla se acti\(a mediante el ME™¥, ||| Qorarioos cimutrameos
Preferencias [Formato] submen{Formato de grafico], el cual se encuentry | overivadasFendiente
arriba a la izquierda, en la cabecera de la verdarneabajo. EControlador G

EVent. estad. autom.

A modo de ejemplo, activamos la opciBantos de rejilla para asi obtene
una representacion de los puntos de la parriligasdistancias corresponden Def.
las preferencias déscalax y Escalay en el menuVentana vis. Fad CrL3 |
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W Edit Zoom Analisis 4
[T B ] ] 0 ¥

i

J> . _ -
.-.-.-.t-.-..._.-.-..--.

Rad Cpli i

Formato de grafico E

6.3 Particion de la pantalla de trabajo

Para representar férmulas e imagenes de curva#t@&imea o separadamente se

puede dividir la pantalla en una o dos zonas:
Resize

. . 1] . e ey
se pulsa bajo la pantalla solitesize Hef para cambiar la division en zonas,
Swrap

HpNE -
y a su vez sobr8wap HeH para alternar entre éstas.

Las curvas pueden trazarse tanto pixel a pixel como
“continuas”. Si se configura en el meRarmato de
Gréfico el tipo de dibujoMarcacion de puntos,

N Bt Tro Momd & aparece el gréfico solamente como curva continua,

Bisico |Especil | y resta sin efecto €lipo Marcador (por ejemplo
Fondo [Hoiat [Hodaz [Hodas [Hoig 41 +]|  TIPO de linea gruesa). Si se configuraFemwmato
[GFf 7] By1=sinCx) de Gréficqg pestafiaEspecia) el Tipo de Dibujo
i e T — Boae, 20 Conectar, se unen los pixels en una curva.
arcacidn de puntos b x—?
Vizualizacion de I 3 3
[off =] Byq':x—x?*'%
. . Owoa 0
|%?=11?mr Secuencia = T R ;
VU lm - || Sugerencia importante
.. W} ... »=~]| Con el tipo de dibujcConectar pueden producirse
... 7 % . | graficos errébneos cuando la funcién consiste en
De=f. [Canc. | . s,
ef ] (Eane. ] | | varias ramas de curva, como muestran las imagenes
Rad Cpli o] Rad Cpli i adyacenteS'
W Edit Zoom Analisis 4 W Edit Zoom Analisis 4

Bl el e [l

ECrE e s y=f(x)=1/(1+2"(-1/x+ 1))

Hodal [Hodia? [Hoia® [Hojd 4 [k
1

Hodal [Hodia? [Hoia® [Hojd 4 [k
1

En x = —1la funcién no esta definida, presentando

Ead Crli i

ES= 1+2x_Tll ES= 1+2x_Tll una discontinuidad de salto, de altura 1. La fumcio
Owé: O Owé: O tiene en todas partes un decrecimiento estrictaament
S o8- monotono y es inyectiva. jEI grafico en trazo
gv2:0 O»2:0 continuo y grueso es incorrecto!

. .
4\1\“-———r 4____%_\ S

Tal ]
xc=—1 wyc=Error
WE=1S 0142 =1 L D E

Cal by
xc=H wJo=H. GEERE
WE=1S 0142 =1 L D
Ead Crli i




6.4 Escalado logaritmico

(logaritmo decimal)
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Las funciones con crecimiento extremo (0 caidaremds) no se representan
bien en la ventana de visualizacion con un escaladnal:

Ejemplo

El trazado en forma de L

de
y = f(x) = 10000x 2 &™*

iEl grafico no discurre|l

ni vertical ni horizontall!

La escala logaritmic
del eje de lax expande
especialmente

proximas al cero:

Se distinguen muy bie
los intervalos de

[10 % 1d), [10° 101,
[10%, 107], [107, 107).

] Ventana wis. K|
Mernoria
Olog = Olog w
Min. = :-38
max. : 636, DEEEEEEE
escala: 188
FPunto - 4.5454545454
Min. » :—-1600886
max. : 1BE8E0EE
escala : 1HEARE

Hojal [Hodaz [Hoiad [Hodd 4 [ »

W Edit Zoom Andlisis
(EE [SE] FE o] i [ [

W Edit Zoom Analisis 4
R [T ] e [

OwS= -1
142 ¥*+1
18888 n
EwE= Z Lal 4»1 o
xE.g™ xc=@.1 HE=904337T. 41 xC=2HH YC=5. T2E-130
Hw7:0 [¢6=1B@88 (x 2xe"x) | [ve=1@@@8. (x 2xexy |
Fad Feal ] Fad FReal ] Fad Feal ]
] Ventana wvis. W Edit Zoom Andlisis W Edit Zoom Analisis 4
[ Memoria R [T ] e [
Elog = Olog v
Min. = :-@.1 e i
max. : 636, DEEEEEEE
e=sc.ala @ Indefinido
Punto : Indefinido
Min. » :-1E8885
max. : 1BEEEEE

eccala: 1BEREE

Feee] o |

\

M

M

\

N

M

fre=@.1

[e=10006  x 2xe |

e =26E i
[e=10806 (x~2xe~xd |

Fad Feal

MMemoria

Elog = Elog v -
Mim. = :-B.1 e H
max. &5, HHEEEEEE
ezcala : Indefinido
Punto : Indefinido
:18~-17a
. :1@*1@ :
ezcala : Indefinido b ¢

Hodal [HojaZ [Hoja® [Hoid 4 [ »

Fad FReal

Fad Feal ]

W Edit Zoom Anilisis 4

W} Edit Zoom Anilisis +

fro=@.1

[we=1mEE0 (x"2xe™x ) |

[ro=23AE
[E=1EREE (™ 2xe e

E=d Real

Ead Real

E=d Real ]
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Ventana vis.

N _Edit Zoom Analisis La doble escala logaritmica clarifica la fuerte

E Mernoria
Flog x Elog w

caida exponencial de la funcién para el vadpr

[Tim. = @.1
: G50, BEEEEEAE
: Indefinido
: Indefinido
s 1e-3
: 186E
: Indefinido

y muestra un trazado céncavo jque en realidad es
convexo!

El trozo de curva ampliado permite ahora

distinguir el escalado logaritmico del gfeComo

antes, los valores dey pequefios resultan

especialmente expandidos, y los grandes,
comprimidos:

C25. T2 i VeI BT HE
[e=10806 (x~2xe~xd |

[1073 1079, [10 7% 107Y, [10 ¢, 1],

Fad FReal Fad Feal i
B B [10° 10, [10%, 10, [10%, 107].
6.5 Ejemplo practico de aplicacion de la regresion potencial
y de la representacion 2D en la ventana de visualiz acion
escalada logaritmicamente
Un interruptor de seguridad eléctrico tiene la prdad, en caso de cortocircuito
(intensidad de corriente mayor, medida en amperio® reaccionar muy
rapidamente (reaccion en milisegundos). En el koo se midieron los
siguientes pares de datés, v), i = 1,2,..., 17, que se muestran en las listas
adjuntas:
Lista x = {61, 62, 64, 66, 68, 71, 75, 80, 90, 99, 11@, 11315, 175, 220, 300, 390}
y
Lista y = {1000, 500, 200, 100, 50, 20, 10, 5, 2, 1, 0.3, 0.1, 0.05, 0.02, 0.01,
0.005}
Los puntos deben ser graficados en un grafico leidgional (Scatterplot).
Después hay que realizar una regresion potena@afuhcion de regresion (“curva
caracteristica” del interruptor de seguridad) tiangrazado en forma dey, por
lo tanto, debe representarse en escala logaritmica.
[ % Edit Accidn Interactivo |[ ¥ Edit Calc. ConfGraf | | ¢ Edit Célc.
Rl R | | (il 3 Rl e P
40y 175,220, 308, 398 3+listax & listax [listaw OGrifico estadis. 2 Dibdo:
{61, 0RERE, 52, OOOEE, 54, B K %E% égga ;EEE?F:ES §§E§§:§ ﬁ Tipa:
1,68, 82,68.81, 8. 085 listay OGr&fico EStade: 5 . . n
3led 288 3 | ik Listar ;
L | e R [ e —
&|71 e g0Grafica estadis. & Frec. : |:E|
775 1R 7[0Grifico estadis. 9 E
gl2a b= glEFuncicn_aratica Marca: [Cuadrado [~
1398 z SDRegresién Erenvia ]
11 1
i :
12 2
16 2EE 17188 |
Calk
4
- lizt=
Algeb Decimal  Real Fad g Rad Autoc Decimal ] Rad Decimal ] Rad Lecirnal o]




Las listas son almacenadas eMenu Principal y
después observadas ereditor de listas del menu

Estadistica

En el men(Estadisticase configuran finalmente |3
ventana de visualizacion y la grafica estadist

Statgraphl

Los puntos adoptan posicioniesmando una L en
la ventana de visualizacion con escalado normal.

En

doblemente logaritmico,

la ventana de visualizacion con escalg

los puntos adoptan

posicion mejor, mas visible.

La regresion potencial se implementa en laff

ClassPad 300 como regresion cuasilineal,

decir que la expresion potencial=
viene determinada por los datos logaritmizadod

a - x"b

y por la transformaciéfog(y) = log@) + b *

log(x)

Definir calculo
E Regr. potencial

]
E Rear.

Listak: [mairndistax v
[l Listay: [maintJistay [~]
Frec.: :E
Copiar férmula: [p12 -]
Cale. residual:
W [Eanc. ]

Calc. estadistico

potencial
= w=3=x"hb

1 Ventana wvis. ]
[ MMemoria ]
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W Zoom Analisis CAlc. # |

Olog = Olog ¥
HHMn. = :58
méx. 400 0
escala : 560 .
Punto @2, 2727272727
Min. @ :-180
max. :1188
escala: 168 i
p
LET 1
11|118 1,2 i
12138 1/5
13145 118
141175 1/28 -0
155|228 1/58
165|360 1/168 2
Calk —Em-&a—u—a—u—{}
i xc=390 wo=Se—3
list= [Grafico estadis. 1 |
Rad Decimal qim] Rad [T}
Urtex

Ventana wvis.
[ Mermoria

- Flog x Elog o

in. * :5@
max. :5EE
escala : Indefinido
I Punto : Indefinido
i Min. » - 3.Be-3
max. : 1586, HEEHEEE
escala : Indefinido

Wy Zoom Analisis CAlc. # |

[Grafico estadis. 1

Rad

] Ventana wis. %]

[ Mermoria
Olog » Olog o

=1.366E+]3
=—6 291739

Hrin. x :-1@

= 486

escala: 5@
:2.5324675324
:—-16[

1166

e=cala - 100

21=|2E88

W Zoom Analisis CAlc. # |

et Shed

wao=S5EE

|Gréficn estadis. 1

Lecirnal

0|

La regresion potencial da como resultado la funcién 1.366E+13 x

Decimal

(0]

Rad

-6.29179

La ultima pantalla representada muestra, como noieimla parte izquierda de
la funcion de regresion, que los puntos se situatoja la curva, a su derecha
(es decir los valores de la funcién resultan sigaifvamente menores que los
valores empiricoy), resultando inexacta de esta manera la regresi@mcial.
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Un vistazo a la ventana de visualizacion escaladgritmicamente nos
conduce a la certidumbre de que la curvatura deulze de puntos resulta
significativamente menor que la de la funcion dgresion potencial, la cual
ahora nos aparece sin curvatura, como una linéa feeambién aporta claridad
la observacion de los residugs- y(xi).

A partir de aqui debe buscarse una funcién de seggrenejorada, que alcance
la curvatura de los puntos en el intervalocadservado.

Il % Edit Accién Interactivao |[ % Edit Cile. ConfGraf Yentana vis. ¥ Zoom Andlisis Calc. # |
N LT e e s = Mermaria - i
] ] B : _ _ E’lng . Bl o
LBl 62,64y B, 65, T1a 75, SIM= listax [listay [Resid [« THin. = -&@
{61, BABEA, 52, BABEE, &4 @ ¥ 1M1aaa o, ZETE 1 mdx. - dEE
£ 1868, 586, 268, 168, 58, 26 » I - escala: Indefinido
{ 1083, BEEEE , SAD . BREEE, 2 alge 16 E et | Punto : Indefinido
liztaw-w12(listax»3Resid slgs =5 5. TE+ o Min. w :1le=32
{9 2e+2, 4. 3E+2, 1. 4E+2,5 ¥ &/71 bl —-1e+ rfx. 1188
| TI7s 16 -1+ e=cala - Indefinido
-9E+

T A ¢

1039 1 -ZE+ —

11|11@ 1,2 -1E+

12|12@ 1/5 —4g—

13145 isi@ -ZE—

14175 1728 -SE—

15220 1/58 -SE—

1e|3E8 im0 6. Se-3 8| ||| | (e

Calr i i %
L] - xe= 145, EESHdW IC=H, Dad a4
- [ 11=f81 | | [e=1.2cc2931 14583 +1 30

Alash Decimal Real Rad gm] Rad Decirnal o] Rad o] Rad o]

Para conseguir una mejor adaptacion a los pardstds, debe realizarse
ahora una nueva regresion potencial con los pa&eRtbs transformados
(logaritmizados) en logxlist = log(listax) y logylist = log(listay) + 3
y almacenarlos eyl3(Ig x)) =a* (Ig x)"b.

La regresion potencial requiere datos positivos,Ip@ual se transforma
afiadiéndole +3.

Asi la transformacién contraria se produce wnyld, es decir
lg(y14)=y13(lg&))-3.

lg (y) + 3 = y13(lg k) = a - (Ig X)*b es la funcién de regresion
encontrada de los pares de daf®ss vi), i = 1, 2, ..., 17, ya qu
y1l3 =a - (Ig X)"b era el resultado para los pares de datos origimaéme
transformadoglg x;, Igy; + 3).

De esta manera hemos encontrado la funcion desiégreon una mayor
curvatura y mejor adaptada.

y(x) = 10°@ - (Igx)"b — 3) =10~(124.543 - (Ig)(-5.37365)) / 10"3.



[ % Edit Accidn Interactivo [e 4 0 i 4 2 o E3 Yentana wvis.
0.5 I [id=oJa= [Tl Regr. potencial Regr. potencial Memoria
=] ] R ¥ ar. P i
F Listak: f=an b Elog » Eloa v
T61,62,64,66,68, 71, 75, anfa | oo mamedliste g ) Min % 168
{6 1E+1,6.ZE+1, 6. dE+1,6 ¥ Lizta¥: [main~loglisty [-] b =5, 73T fhax. :<EA
L1086, SHE, 288, 1860, 568, 28 ¢ Frec.: 1 [=] r =—@. 9975 escala : Indefinido
{1.8e+3, 5. B +2, 2. Be+2, 1 ¥ ) B e ré =8.2351 Punta : Indefinida
listay—yw12¢listam ) 3Resid Copiar farmula: MEe  =Z.1e-3 Mim. w1873
[9.2E+2,4.36+2, 1. 4642, 5 Cile. residual: méx. :116d
logclistax3loglistx escala : Indefinido
18, 2. 34245 2, 47715 2. 5311 }
logrlistaw ) +3%loglisty TITITI,, [, B s L L S Tt L=
18, 1.3018, 1. GEEE, @, 6990 } 12{1+log.. [3-1og.. 121+laq.. |3-10g Hojal [Hojaz [Hoiad [Hojd 4| ¥
o 13)logi2. |2 13)loat [2 Oulos—————17
14)logC 7. [3-1og.. 14)loac7.. |3-1og xE" 2917897
151 +1log.. |[3=2=1.. 15[1+1log... [3-2=1 _
1E6[2+10a. 1 16[2+1ag Ov¥13=124, 54326239+
1714log.. [2-2=1.. 17|1+log.. |3-2=x1 18:;13( loglz=)
Calk - Calk - Ewld=—— [
1 ¥ 1 ¥ Quts 183
L — = #1220
- L 11=(& L 11=(6 Ouif-n
Alaeb Decimal FReal Rad gm] Rad Decimal ;| Rad Decirmnal i) Rad Real ]

Wy Zoom Analisis CAlc. # |

|| W Edit Accidn Interactivo

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7|

Edit Calc. ConfGriaf

LBl B2, 64,566,868, T1, T3, 51k

TE.lE+1. B ZE+1 6. dE+], EF 1
{16868, 508, 288, 168, 58, 28 » %
{].-BE"'SgS-BE"':ZQZ-BE"'ZQ:l.P 4
listay—wl1Zclistax 13Resid 5
(9. 2E+2, 4. 2E+2, 1. 4E+2Z, 5 )
logclistax3loglistx K
£1.7852,1. 7924, 1. 9852, 1 ¢ g
loaclistay ) +37loalisty 16
TE.BREE, 5, 69968, 5. 3818, 5 11
listaw—wil4ilistax )*Resid2 12
43T 3E—4y 1. 1E—-3,—5. JE—41 ﬁ
u}
13
HC=EZ W =568 Gesal Wiocsi '
Grifico estadis. 1 | [Gréfico estadis. 1 | - 11=[661. 6753857574
Rad [T} Fad [11m] Algeb [Decimal Real Rad dm] Fad Decirnal o]
Tanto los graficos como la lista de residuos maestma clara mejora de la
regresion no lineal en la zorabservada.
Con este ejemplo, para el analisis de la curvaajpiesulta claro que la
representacion grafica con escala logaritmica, naplsi vista, resulta mas
adecuada que la representacion de los ejes coladsemuidistante.
6.6 Interseccion entre dos graficos [ Edit Zoom Anslisiz ¢ ]

Las ecuaciones que no se resuelven explicitameri |p incognitax se

escriben a menudo en la forma

a(x) =h(x), por ejemplo tan(x) = x/

La solucién gréfica consiste en trazar ambas funesqy leer las coordenadas

de los puntos de interseccion.

Para ello, en la hoja de trabajo (Editor-en el menu Graficos y Tablas
introducen ambos términos de la ecuacion, y a moation se represent

graficamente.

(EE [ o] i [ S
Hodal [Hoja? [Hodad [Hodd 4| #
Evl=tanix)
Eyz=2
Owa:
Owd:

Ow5:
Owé:

booooy

q

%

wo=1, 27 2'3
W= T
E=d Real ]
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W Edit Zoom
EE Rl

Hojal |HojaZ

Ewl=tan(x)

hd

Corte
_x .
Eyi== Interzeccidn

Ow3:
Owd:
Ow35-
Owi:
[ LN

Inflexian
Distancia

hoooog
o
o
®

n)flxiedy

Interseccian

¥o=—4,@52999 [ wo=—1,79@1H
wl=tantxa»
o]

Fad FReal

A través del mendnalisis (Trazo) de la linea de cabecera se invoca un cursor
con la forma de cruz y que parpadea en el centta gantalla. Con las teclas
de cursor (hacia arriba/hacia abajo) se posicidneursor sobre el gréafico

correspondiente. Con las teclas del cursor (haciaguierda/hacia la derecha)
se mueve éste sobre el grafico elegido. La férrdelagrafico aparece abajo,
en el campo de mensaje, y las coordenadas delr@gsasertan en el borde
inferior de la imagen.

En la imagen de arriba el cursor esta posicionatioesla linea recta (grafico
y2), lo cual tiene mucho sentido en este caso, ydagueamas de la curva del
otro grafico desaparecen en los bordes inferiaupesor de la imagen. Si se
mueve el cursor a un punto de interseccion ensegtéficos, el valor de&
representado abajo resulta ser una solucion deukc®n. De todas formas, la
exactitud de esa solucién es, en gran medida, depga del tamafio de la
seccion de la pantalla, asi como de la configura@a xdot. Un valor
xdot = 0.1 significa, por ejemplo, que entre dos pixels dbwvae x crece
aproximadamente 0.1; véase el manual de instruesiopagina 3-2-1:
Configuracion de los pardmetros de la ventana dgualizacion para la
ventana grafica.

Si la imagen de la curva es comprimida debido laigarticion de la pantalla,
empeora la exactitud relativa de la visualizacion.

Aqui el menuAnalisis (Resolucién G: Interseccion resulta ser una ayuda
para la exploracién de la representacion grafiaan & ayuda de la opcién
Interseccion (determinacion del punto de interseccion) es pesibna
determinacion exacta del punto de interseccion ate alirvas en la pantalla
gréfica.

Ese procedimiento esta, pues, previsto en la Chas8PO0, y discurre como
sigue: En la hoja de trabajo se seleccionan lascdoss que se cruzan y se
representan graficamente.

En la ventana gréfica activa se selecciona el mAnalisis, submenu
Resolucidon Gy alli se pulsa la opcioimterseccion El punto de interseccion
mas lejano de la izquierda es calculado y visudtiz&€on las teclas del cursor
(hacia la derecha/hacia la izquierda) pueden serrdmados y visualizados
otros puntos de interseccion.

Los valores exactos de las coordenadas de los put@ointerseccion son
visualizados abajo, en la linea inferior.

(Mas informacion en el manual, pagina 3-8-4)

6.7 Curvas en representacion parametrica.
Las funciones, 0 mas exactamente las curvas, ers@pacion paramétrica
tienen la formax = g(t), y = h(t).

x=a-cosf), y=b-sin()
es, por ejemplo, la representacion paramétricandeelipse con semiejesy b:

xla? + yIb? = 1
(ecuacion de curva no paramétrica en coordenadEsicaas)
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Para graficar una curva asi, la lind® de la hoja de trabajo se cambia €N Ea: zoom meio: +
menuTipo aTipo de Parametro. Asi queda el editor de funciones listo pa:aRl: [ER[FE=F e
la entrada de una representacion de curvaxcery dependientes de Al ([Raiat [Hodaz [Hoias [Hoigd 4] F

hacerlo, son introducidas de forma separada lasidnes para y paray |ExZ=3:ze=(th,

respectivamente. En la imagen ya se ha producidoemtrada de la antejoxt: &
citada elipse coa=5yb=2,5. oxel
xt8: 0
Yta: 0

En el menu de la ventana de visualizacion se pfigpoa el rango de laj———
variablest atmin = 0, tmax= 2 , y el paso t a /24, que correspondd| /,/—
exactamente &,5°. El rangox-y ha sido adecuado correspondientemente .. . .

elipse introducidaGrafico conduce al trazado de la elipse. jt \a\

wo=D - [ we=8

fS=SxcosCtl, 2. SHsindt)
Fad Real ]

Hipérbola “derecha-izquierda” con una rama de curvderecha y UNnaf~s tar zoom fnelicic ¢
izquierda: Y (e o i [

Hodal [Hodia? [Hoia® [Hojd 4 [k
x?la? — y?/b* = 1 (Ecuacién de la curva en coordenadas cartesianas) EtE=2: cosh(t)
wtE==inhit]
EHLT=—=teit]
;2 L4 . WET=WEEL L]
Representacion paramétrica: x = a - coshf), y = b - sinh() gxte=2- |t]

xtI=—xt3(t)
Bl\.|1-':l—'|'

Las funciones hiperbdlicas se encuentran en el salmyp del menimth
del teclado virtual. De todas formas, se puedenbtamelegir la funcionesj
“normales” sin( ), etc. y afiadir la h” con ayuda del teclado.

Las asintotas tienen las representaciones paraagtri [

fe=2xcoshitl,sinhits
y=b-t, x=a-|t| paralarama derechay Fiad Real @J
y=b-t, x=—a-[t| paralarama izquierda de la curva.

Son introducidas en la hoja de trabajo como octamavena funcion donde
lt| también podia ser introducida como raiz’d€omo valores concretos para
ay b se utilizan respectivameritey 1.

6.8 Curvas en representacion de coordenadas polares v Edit Zoom Frislisis #

Las curvas en representacion de coordenadas pot@esn la forma||Hei! Hei2 [Hoiss [Hoid 4}

r=1(). yti=ytalt)
gxtE=2- [t

Yte=t

Ejempl 2) (“Trébol de la suerte* ey
=a- t9=t

jemplo r=a-cos2 ) (“Trébol de la suerte®) g?’ﬁq.mscz-a)

ril:[

Para poder introducir una funcion como ésta, savacen la hoja de trabajo
en el mendripo el Tipo r =. Después, la ventana de entrada Helitor de
Funciones espera una (o varias) funcion(es) del tiper( ) en la forma || .

reproducida a la derecha.

res3 - -

. . ) . rlE=32xcos (2= E
Como ejemplo se ha introducido aqui la “Hoja dedtiol de la suerte” conffad real  ow

a=3
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W} Edit Zoom Anilisis +

Bl (R e
Hodal [Hoja? [Hodad [Hodd 4| #
QrtaE=2. [t

wig=t
Dxt9=—xt8(tj

wi9=t
Ori8=3.cos(2:8)
1InfE.8)-H

ve=3- 0 0 [Be=@ - - -

En el rango de entrada de la ventana de visual@aciel rango de las
variables esta preconfiguradog@min =0, gmax =2 ; el paso q a p/ 24
Los rangos de& ey se adecuan a la tarea correspondiente.

Gréfico produce la curva representada a la derecha.

Otro ejemplo podria ser la espiral-exponencial:
r=r()=ae*(b ).

Elija b de manera que el radio decrezca aproximadamentQf6 cada
vuelta:b =In(0.8) / (2 )

rLi=Te-anie.ser i B Asigne aa el valor3y ajuste la ventana de visualizacion del problema:

rad Resl . am | O£ £8 (cuatro rotaciones). La pantalla esta aqui dividmbaa visualizar
simultdneamente la hoja de trabajo y la ventangrélecos.
6.9 Funciones estocasticas

(Trayectorias de un proceso aleatorio)

Ejemplo
La representacion de la funcién estocastiga f(x) = rand(0,1) donde, para
cada argumenta, se “sortea” un nuevo numero estocastizo 1. Para ello,
primeramente debe establecerse la funcién coamal(0,1) y ser invocada
repetidamente:
definir y12(x) = rand(0,1)y después dibujay13(x) = y12(x) de manera que
y12(x) sea repetidamente invocada.

W Edit Zoom Anilisis 4 W} Edit Zoom Anilisis + W Edit Zoom Anilisis 4

Y [ e e e V[ | T (5 e e el | EEE [ e ] s S [

Hojal [HojaZ [Hoja3 [Hojd 4|k Hojal [HojaZ [Hoja3 [Hodig 4]k Hojal [HojaZ [Hoja3 [Hojd 4|k

OwlZ=pand(@, 1) OwlZ=rand(G, 1) OwlZ=pand(@, 1)

Ewl3=yl2(=z) Ow13=wl1Zix] Owl3=yw12(x]

Ovi4:Q Eyld=yizix) Owla=wiZiz)

OwlS:O Ow13:-0 Ewli=wl2(x]

Owié:-p0 Owié:-0 Owié:-p0

OwiT:=0O O«17:-0 Ow17:0

Owig:n Owig:0 Owig:n

Owi9:n Owi9:0 Owi9:n

- - .4}.._- _—— -

xc=H W =H x*C=A wC = xc=H wo=1

| W13=w120xd E Wld=w12Ced W1S5=w120xd E

Ead Real ] Fad Real Fad Real ]

Los gréaficos estocasticos se pueden visualizar rea tepresentaciones
diferentes:
primero en elFormato de Grafico, pestafiaEspecial Tipo de dibujo:
Conectary Tipo marcador: Normal (Linea),
también en eFormato de Gréfico, pestafiaEspecial Tipo de dibujo:
Conectary Tipo marcador: (Puntos)
y finalmente en dFormato de Grafico, pestafigEspecial Tipo de dibujo:
Marcacion de puntos(solo pixels calculados).
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sombreado aleatorio

El siguiente ejemplo deja claras posibilidades igaaf adicionales de |4
ClassPad 300. Un area en forma de paralelograme sksbrellenada con u
sombreado aleatorio. Para ello necesitamos la ifispe®n de funcion

W Edit Zoom Andlisis
(EE [SE] FE o] i [ [

Hojal [HojaZ [Hoja® [Hoid 4 [ #
Ov1Z=rand(@, 1]
Owl3=gl12(x)
Oyid=u1ziz)
OwlS=yw12(x]

Ow16=[ 2-|x—2| ls w1z ¢l
Owiv:-0

Ouig-n

y12(x) = rand(0,1), y entonces definimos
yl6(x) = y12) * (2 -k —-2)+2+ (k-2 |—X)/2con0E£ X £4

de manera qugl2(x) debe ser invocada repetidamente.
Ventana de visualizacio@E£ x£4 y 0E y£4

xe=2 )

Wlg=tZ-abs(x—2r il e ﬁ

Fad FReal ]

6.11 Representacion de una sefial periddica con

W Edit Zoom Andlisis

[ [ A ] ] [ 1

“Tiempos de pausa”

Finalmente, dibujamos una funcién que esta solmidef por trozos:
y=y17() = In(cos &)) / In(cos &))
Esta funcidn solo esta definida cuando figecos k) < 1.

El recorrido de esta funcion consiste en el numerol

Para poder comparar se dibuja la funa@os).

2 ] o 5 A

Fad FReal ]
W Edit Zoom Anilisis 4 W} Edit Zoom Anilisis +

(1 [EEET ] ] [ 2

La segunda imagen muestra una sefial estoc
con tiempos de pausa, y se origina en las formul

——os

Owl6={2—|x-2|1- w1z ¢l

_lnlcosix))
Eo17= Inlcosl=1)
coslx)

[_

y12 =rand(0,1)

[_

Ewlg=
Owi9:-Q

Hojal [HodaZ [Hodad [Hoje 4| ¢
U 16=] 2—|u—2] J- w1z kL
_ Infcosx])
Inkcoslx1])
Ovia= cosix)

EwlS=wl Txlewl2(x]) [

OwlT

1

y19 = y17&) * y12(x).

De esa manera se producen los siguientes grafig

ANNSA
AR AR,

wo.=H wo=Errar \_/

1

xc=H. 389183

W1 9=l Tl 20x0

|y1?=1n(cns(x))f1n(cns( | E

Fad Real ]

Fad Real
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{ Discusién de curvas para una funcion y = f(x)

¢,Como determinar los puntos de inflexiébn sin neleeside un célculo
laborioso?

[~ Edit Focien Interactive A modo de ejemplo se discutira y se representaaficgmente la siguiente

] ] e #[| funcion polindmica:
1437 -1 122 2 - 3456 x+ 2480y [
xtrzde xF o456 1112022 H y=1f(x) = x4+ 243 — 11X% — 3456 + 2480, - ¥ < X <¥

solvetw=H, x13cerolist
{x=—21. 46727917, x=—14.5¥
ceralist[1]

©==21.46727917

ceralist[2] 71 Ceros
x=-14, 53003421 ) ) i » .
cerolistl3] o ezazeds En primer lugar se determinan losros (raices) de la funcion en el menu
==H. . . . . . .
cerolist[4] principal mediante la ordesolve(...) De este modo cobra sentido la siguiente
0 *=11.25328318) || ventana de visualizacion

- 25£ x£15 y, de momento,- 1C£ y £ 1C.

4

Aot beomal Feslfadam | La representacion gréfica en el mend Graficos & ma muestra ningun
grafico de la funcidn aunque en la ventana de lim@dén hay cuatro ceros
reales simples. La razon de esto la veremos ant@dion.

I  ventana vis. W _Edit Zoom Resiguiendo la funcion con el cursor, vemos
[ RS TErY Esbozo ¥ claramente que el trazado de la curva se mueve casi
: s s = L] . ,
TMin. » :-25 Hajal [Hojaz | M‘Esa?f”“ " en vertical a través de los ceros, y aparecensen la
max. :15 Evl=pt4ogeyooq12F1 . . . . .
escala: 5 Ow2: 4 inmediaciones valores de la funcién por encima de
| Punto :@.2597482537 Ou3.0 10000
{Min. w =18 I:I:r'4;|:|
: max. :18 Ows- 0
escala : I:IiEu; 0
| |[2¥7:0 Por ello, el rango de lay en la ventana de
I N - - = — visualizacion esta configurado demasiado pequefio.
4 »| Para abarcar el trazado fundamental de la curva, se
T T NP I S A ha de _conflgurar el rango de lgs por ejemplo
TCL=—3 : Tyc,—14585 - wac=14585 - como S|gue:
[l =+ 2311202 |
Fad Real ] Rad Real cml - 2500C£ y £ 4500(.
Yentana wvis. W Edit foom FRENEE W Edit Zoom Andlisis # * Edit £oom Anilisis #
emers i [ A (] e e [ | (S [ ] P 1
(s g 01 g = =
in. x :-25
max. 13 L .
escala: 3 Corte
Funto @ 8. 2597482597 - . Interseccisn
Min. » :-408688 Cal v
mée, : SE66 1 - - | Cal=x

dzx

\ | it Voo~ N
4 It vk 4 M| {4 »

o s e = | I mfilexien|| ||~ Inflexisn
. L xc=-5 woi=14585 c=-13.39360wyc=3192 . oool|| [[xe=1.393691 wyucs-T4ms. sad
| | [ol=x d+2ann 3—1120x 2| [olon dt2dn 31 L2wa 2| [ l=xd+Zana3—11 2w 2 |

Fad FReal ] Fad Real ] Fad Real ] Fad Real ]




El submenu “Solucién grafica” ofrece la posibiliddel la discusion de curvas.
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Las siguientes imagenes muestran los ceros (rai@estomo los extremos
locales (maximos y minimos) y el punto de intergetcon el ejg.

W Edit Zoom Andlisis
(EE [SE] FE o] i [ [
F

W Edit Zoom Andlisis
(EE [SE] FE o] i [ [
F

W Edit Zoom Andlisis
(EE [SE] FE o] i [ [
F

W Edit Zoom Andlisis
(EE [SE] FE o] i [ [
F

;ﬁ/\ﬁfh

A
\Y

F-.tafz

c=—21.46727wuC =0

Wiz g +2qReng-] 1 2KatEd—

\J

F-.tafz

xo=—1d . S3AEZW L C =B
[l=x~d+2dmn3-1 120" 2]

F-.tafz
c=H. TA4AZ24 2w c =0

Wiz g +2qReng-] 1 2KatEd—

YN

F-.tafz

c=11.293289wuc=0@

Wiz g +2qReng-] 1 2KatEd—

0|

[ (25 ] ] [0 2
F

Fad FReal ] Fad FReal ] Fad FReal ] Fad FReal
W} Edit Zoom Anilisis + W} Edit Zoom Anilisis + W} Edit Zoom Anilisis + W} Edit Zoom Anilisis +
EE R R HET e
F9

[ (25 ] ] [0 2
F

;ﬁ/ﬁ\ﬁfb

;ﬁ/ﬁ\ﬁfb

;ﬁ/ﬁ\ﬁfb

[1=zd+2dme~3-1 1202

P Al R ro St el B D e

4 b
E.nrt;e 1 . h':lfn. . h':lfn. . M:éx.
xc=A oo =2480 c=—18. 50286y c=—5739. 343 xC=7.H834692 W =—16572, 55 xo=—f5. 525596 yc=15408. SHE

iz d+mdam—1 1m0 2|

[1=zd+2dme~3-1 1202

Fad Real o] Fad Real o] Fad Real o] Fad Real o]
También es posible mostrar los resultados estaladecen la discusion de
curvas con una tabla de resulta (véase Manual, capitulo3)
7.2 Extremos locales y puntos de inflexion
Wy Edit Grafico # | yr Edit Grafico # | bl Edlt Grafico # | N Edit Grafico # |

fix 345835 L

wWl=xtd2duet3-1 1 20e " 2-34 561+ 24 80

—23 -15.5 -13.3%2
fixl -13336 - 2.9e-6 + 2849.3
ixd 2ETE +  1219.8 +

-6739 &

5]
2192.9

Fad Feal

Fad Feal

Fad Feal

Fad Feal
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Las entradas en la tabla de resultados son fadinuemprensibles:

La linea x empieza y termina con la configuracion de la veatale
visualizacion y muestra las coordenadade los extremos y de los puntos de
inflexion en orden de aparicion. La lind&) estad correspondientemente
ordenada. Los signos algebraicos en la primeravattai describen la
Monotonia (+ creciente, - decreciente); en la segunda diaiviaCurvatura

(+ convexo, - concava).

A veces puede fallar la Discusion de la Curva evidatana Grafica mostrada
mas arriba y se obtiene el mensajé¢o se puede resolver!” Las causas que
provocan este mensaje de error pueden ser:

En efecto, no existe ninguna solucién en el rangola ventana de
visualizacion.

O bien:

El algoritmo de busqueda no puede calcular unacgwi existente.
(Motivo: el procedimiento de solucidbn numérico rmmeerge).

En ese caso se pueden usar las siguientes pamileiidde busqueda
adicionales:

Los puntos de inflexion de una funciéry = (x) son los puntos extremos

locales de la primera derivada y = f'(x) y los ceros de la segunda
derivada y" =f"(x). Para encontrarlos es recomendable un analisis de
la primera o segunda derivada en la ventana grafica

Alternativamente puede usarse el solucionador de eaciones numérico
para calcular los ceros de la funcion de salida, etecir de las derivadas
(orden solvd...)).

El siguiente ejemplo no parece tan dificil a primerista. La ClassPad 300
demuestra aqui también ser una herramienta Ut &smplo no puede ser
analizado “a mano”, sin una herramienta de estacaisticas.

Ejemplo
Analice el trazado grafico de la rama de curva émtervalo0 < x < 1 para
la siguiente funcion:

y=f(x) = (2% -1/ (x —x*3)?
A partir de la férmula se ve enseguida que hay dalsres asintéticos
verticales (polos)Xp1 =0, Xp2=1.

El gréfico de la funcion discurre en el primer cuadi@ra causa de los
cuadrados, y en el intervalo de considerado hay un cero (raiz) de
multiplicidad 2: xg = (1/2)"2. El problema es aparentemente sencillo de
resolver.
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I Ventana wvis. EI W} Edit Zoom Anilisis + W} Edit Zoom Anilisis + W} Edit Zoom Anilisis +
[ Mermer iy (= (S5 R Vi el | T (T e el | 8 5 ] ] G e
F9 F9 F9

Olog x Olog v

THin, = -m.1
max. =1
ezcala - H.
Punto 7. 14285?1428
Mim. w - -28

iMoo =2 pusde resolwver!

max. :186
escala : HE . . . oo )
Jdoooo
Hojal [Hoja2 [Hodad [Hodg 4| A . A B . Lo
= ™
exo
gy 2xoL)” 1]2 —| |
(i ]
Owz2:=0 it " ity "
Ow3: g 3 _ Raiz 3 _ Mir._
Owd: O xo=A, TAT1A5Tw =6 xo=A, TAT1AETwc =5, S8TE-23 w
OwS:- 0 [1=r2me2—1 02 (=] [1=r2me2—1 02 (=] [1=r2me2—1 02 (=]
Fad Real o] Fad Real o] Fad Real o] Fad Real o]

En la ventana grafica pueden determinarse sin mwlals el cero (raiz) y el
punto minimo, con lo cual ya queda claro que sechkulado en modo
decimal. El valor minimo no da un resultado exad® 0. No se obtiene

solucién para el punto de inflexion.
En este momento surge la pregunta:
¢, Queda ya acabada la discusion de la curva o seesado algo por alto?

Con este ejemplo pueden estimularse el espiriticubeslor y el afan
investigador del lector. Incluso un problema ap@m@ente obvio puede
reservar sorpresas ocultas.

Analizamos la primera y segunda derivadas, y pdla meparamos las
formulas en el Menu Principal (calculo simbélicg)lespués las copiamos en
el editor de funciones del menu Gréaficos&T...

| V Edit Accisén Interactivo |“ ¥ Edit Accidén Interactivo W Edit Tipo MMemiG 0
Hodal THu:u:laZ [Hoia3 [Hojd 4 | »
z [a]
exio =
Eyl:% [—]
% 4oa..2 (e )
Box 2 -12.x% 442220 o 4y 3
2 _y5..4
Ve (e ) By Bz L 12wty
2 S
Cogexf-tzextegexFozfx 41 15
diffe 3 'ETR 16 ?_52 |
o o [xmyx ) Byg=s — X T T e
13 it 5 3
160w 2 -52ex54d8ex 2 15t 41200 2 13 @adan 2 Oud: 0
3 4 OwS: O
2022 () of [2es
Algeb Decirnal  Real Rad gml  ||Algeb Decimal  Real Rad dmg I Ead Real

Las tres curvas se almacenan como imagen en seguado. Para ello es
suficiente que, en posteriores analisis, cada wndad tres funciones sea

activada en su momento en el editor grafico.
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Ventana wis. W Edit Zoom Andlisis 0 Almacenar datos 3] Formato de grafico K
Memoria Piliacenar imagen il - -
[ Olog = Olog v Recuperar imagen [ FICT ] Basico  [Especial
Min. x -8 Controlador ariaf. f ] Fanda
M o1 e | e rw— | e o
escala:B.1 Vaolver a dibujar _
- — T T Momb, = [Inflexid |

Funto : 6, 4335864335
Min. » :-168

X Tipo de dibujo
[Conectar [~]

max. : 188
e=scala: 28 Wisualizacidén de X
[Feze-] [Gone] ot =
T T Definir secuencia
[off [=]
[ I | || [cer AT e3P |SiMB|E:iev;.| Let.
Rad Real ] Fad FReal ] Rad Real o Fad Feal o]

La primera derivada tiene dos extremos localesleesr la funcion de salida
tiene pues dos puntos de inflexion. Por tanto tuiséa derivada posee dos
ceros.

W Edit Zoom Andlisis
- o g

W Edit Tipo MemG # |

W Edit Zoom Analisis 4

Eyz= G 2 —12-x4+,,[

—

: i o S
: s i - . fro=H. 33991 35w c=—23, 65945 [re=H.S3TAL22wyc=—33, BA421
| | R T e e e ) |y2=(8><x"('9f2>—12><x"4+4 |
Fad Feal ] Fad FReal ] Fad Feal ]

El calculo de los extremos de la primera derivaglgpr®dujo de nuevo en la
ventana grafica.

W Edit Tipo MHMemiG # W} Edit Zoom Anilisis + W Edit Zoom Anilisis 4
EEERLE [ Fbo D] (¢ - R
H -

JERROR!

iHa == puede resolwer!

==

d S IR
o=@, 33991 37w o =6 frc=H. 33991 37w =6 I
[p3=t1ex~ 13/ 21 -52xx 5] [a=iiexe™ (1320 -52xx"E]

Ead Real ] E=d Real ] Ead Real ]
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El calculo de los ceros de la segunda derivadaduacsolo para el cero de la
izquierda. El cero de la derecha discurre tan aam@nte que el algoritmo
numerico falla de nuevo. La solucién se determmaléviena Principal.

| W Edit Accidn Interactivo | V Edit Accidn Interactivo | W Edit Accidn Interactivo |I
= ari. solve i TE L* T
\ariable: - 9
Valor: 8.6 d_fﬂ8-x2—12-x4+4-x2—2-=,."x_+1 .
Inferior: 0.5 | | I
Superior:  [@. o "'I'x_ [x_"'l'x_]
1z 11 5 3
2 _ea, B 2 _ 4 i 2 Bl adey 2
16 % SZ2ex 448 = 127 +12.x 13ex“+dax
= = 4
Box 2 -12ext 440222 2ex - [xmyfx )
diffe o ,.;'_]3 1z 11 5 e
e Z _ e 2 - ey £
- o ’;1 colvec 180 52 xO 448y : 12ext 412 2 —13: 2 Z 4 g yxa B B, 5B 53
16.3 £ -52.x5448. 2 2-:|c§-[:l:-~.|":w:_]4
% R {x=P.58TREZE95T } L
Algeb Decimnal Real Rad@l Algeb Decimal  Real Rad g iFIlgeb Decimal  Real Rad gmg iFIlgeb Decimal  Real Rad qm
Después de ser introducido el término de la férmékte es marcado y
procesado en el Menu Interactivo. La ordmive(...) se encuentra en el
submenuUEcuacion/Desigualdad.A partir de aqui, se abre una ventana de
entrada, en la cual se introducen Valor inicial (0.6) y losLimites del
intervalo de busqueda(Inferior 0.5, Superior 0.8) para el algoritmo de
solucion numérico.
W Edit Zoom Anilisis 4 W} Edit Zoom Anilisis +

7.3 Resumen de la Discusion de

curvas

La rama de curva analizada en el intenfatox < 1
tiene dos puntos de inflexion

P11(0.340, 10.004y P»(0.587, 3.009)

Después de ser determinadas las coordenadat
punto de inflexion a través de los extremos deg
primera derivada, y el cero de la segun
respectivamente, fue calculado finalmente el va

EE

(S P o] e [N
T A& ]

C
=5, 33991 37w yc=18. BB 744
[ri=czmn~2-102/ (x—Cw=]

[ (25 ] ] [0 2
T A& ]

Co
fro=0.S87ECE wuc=3. 88852(3}?

=02 d—1 32 (- e

Ead Real ]

E=d Real ]

pertinente d¢ a través de la curva de salida.

Ejercicios

7.1 Analice la siguiente funciop= f(x) = — (8" — 4x

0 - 1)

Determine en particular el recorrido de la funggdos puntos de inflexion.



W} Edit Zoom Anilisis +
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Hojal [Hodd 4]k

W Edit Zoom Anilisis 4

8 Representacion grafica de funciones  z =f(x, y)
(Grafico 3D)

¢, Como se obtienen gréaficos 3D?

Las funciones de dos variables £ f(x, y) se visualizan como superficies
(curvadas) que se pueden trazar con la ClassPadr300a representacion con
perspectiva.

Para ello se abre en el menu principal de todaagdisaciones el men@rafico
3D. En la hoja de trabajo se introdudes términos de la féormulé(x, y)) que
hacen explicita.

El rango de valores en el eje de Jase subdivide en los intervalogjilla x.
Igualmente el rango del eje de la®n intervalosejilla .

Asi pues la funciérz = f(x, y)es calculada par&jilla x * rejilla y: “puntos de
rejilla”. Los puntos de rejilla son unidos postem@nte por segmentos de recta.
De esta manera se origina una red de lineas (Matkelalambrewireframe
mode) como ilustracion de la superficie en el espacio.

Intente medir en cada caso de manera exacta & dgalores sobre el eje de
lasz

Los limites del rango de valorgemin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax definen
el espacio de observacion, que sera ilustrado ntedsionalmente,
geomeétricamente, mediante un cuboide. En Configamg€ormato 3D, Ejeg
es designad€uadro. Seleccionand@uadro en la linea de dialoggjes del
submenu Formato 3D, se hara visible el “cuboide’tatas las imagenes. La
linea de visién directa desde la cual sera obserghduboide (espacio original)
viene determinada por dos angulos:

En la pantalla se representa el plano (horizoatal}(x,y) =10.

angulog: angulo de azimut entre el plazex y el plano del
observador, que viene determinado por el puntoisiealzacion

y el ejez. (Valor por defecto del angulg = 20° )

-

angulof : Angulo de inclinacion entria linea de uniémue va

o e del punto medio del cuboide al punto de visualimacy el ejez.

m= 17, (Valor por defecto del angufb =70°)

Ambos angulos se deben dar siempre en DEGREE.

AN
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El usuario no tiene ninguna influencia sobre laadisia entre el punto d(EEEEFE T R SR

visualizacion y el punto medio del cuboide. E I”Ef.ﬁli.la v

i v -1
La distancia se escala siempre de manera que lgeimde la caja encaj| . 114
exactamente en la pantalla. La representacion pupdsteriormentel| s 14
aproximarse o alejarse. fnas 2 <
Al seleccionar el menu Grafico 3D, la ventana deaglas de la hoja de trabaj

espera la introduccion de una o varias funcionésmiez = f(X,y)

Aunque se introduzcan varias funciones, solo esblgoglegir y representa

graficamente una. Ei-io ]
Rad Cpli i)

A modo de ejemplo se ha introducido mas arribautecibnz = 10 La ventana [~ ta: coom raiee
de entrada del editate laVentana de Visualizacionmuestra, al ser invocad{&:[HrE] & [ [&E T
por primera vez, los valores preconfigurados pasa plerspectiva dg -
visualizacion y los limites de pantalla. La funciéan= 10 es la tapa del
“cuboide” (superficie del techo).

Asi puesGréfico da la imagen en perspectiva del cuboide desdiedecthn de
visualizacion por defecto. La superficie del tejagomarca mediante la rejill
predeterminada carjilla x = 14y rejilla y = 14, lineas de rejilla en direccio
Xey.

Se ve como el cubo de longitud de lado 20 UL (uwhedade longitud) queda e|[ki=tz |
esta perspectiva fuertemente deformado con eleagulsts limites de la pantallafz? =L ]

—

2.
i0,
'

=

Si el cubo esta algo cruzadinulog = 45°, angulof : = 45°), aparece en otrgj
perspectiva. Min. v :-1

En los ejemplos siguientes, la pantalla se dividdadl manera, que la pantal M 10

rectangular ofrece una imagen precisa del origpese a la menor anchura. Snguls ¢ :45 =

En los andlisis siguientes de la representacidficgrgpermanecen invariable |/
los datos del “cuboide de visualizacion”; en lavmra imagen los valores pq| =

defecto del angulo de visualizacion son respectardaen angulog = 30°,
angulof = 70° ¥

El=18 [
Ra=d Crlj |

z=zmax—a-x"2, una “muralla“(cilindro parabdlico):

W Edit Zoom Andlisis + W Edit Zoom Andlisis +
P o] [l Y (=N P i [ [ = — - pre ] ol N EN P R
Hodal [Hojaz [Hodas [Hoid 4] ¥ I M;;'E_':"ﬂa . FN
ozl=iE méfc. 18
g;gf éa—a.z-xz M|;lelzla ?Ea i
sl snaulo @ : 38 T
o760 Angulo ¢ - 7@ - ﬂ"‘ﬂ
e 2 Tl | ,’fﬁff#! i b
5 | |
| Vit % Wt
z2=1l3l3.2><x"2 ﬁ |z2=18—8.2xx’; ] |z2=18—8.2xx’; ]
Fad Cell_ @w | |Rad Cel3 ] Fad Grl3 o)
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z=zmax—a-x"2 —b - y*2, una “montafa“(paraboloide de revolucion):

W Edit Zoom Anilisis 4 Ventana wvis. W Edit Zoom Anilisis 4
! E Inicial NE E
F rejilla : 2@
Mine w» -6
Czl=1@ max. =6
DFe= 16-@, 2 x2 rEjilla 28
— ' o Min., = :-@
_zE(x,yJ—E‘.E"_J max. - 1@
gz;. g Arngulo B : 38
Za: 5 lo & - 58
Sze: D aulo
2z7:0

4 :I—{\‘.!‘*ﬁ" Il':' f- 23 *{’&'
R T @ i

TA=Tix, W I—@, FHy g ZR=TZ (. W@, FHE [E3=z2ix, vr—@, 2xu"2 |

Rad Cpli Fad Real [T} Rad Cpli o]

z=a-x"2 —-b-y*2, una “silla de montar‘(superficie de la sillana= 1/1Q
b=1/5.

Aqui, en la segunda imagen, para mostrar la sédlandntar mas exactamente,
se hainclinado la direccion de visualizaciédngulog = 60°:

W Edit Zoom Anilisis 4 W Edit Zoom Anilisis 4 Yentana wvis. ﬁl W Edit Zoom Anilisis 4
) - =] 1E B g Inicial, TE -

rejilla -
Mim.

rméx.

rejilla -
Min. =z

max. =
Angulo A - &A
Angulo ¢ - 7A@

Czl=1@
OZZ=y6-@, 2022

OEI= 22, )-8, 2a e

A
]
bt

4

A
!

[z4=8. 1xx"2-8, "2 [z4=8. 1xx"2—@, 2xw"2 | [z4=0. 10~ 2-0. Zxyn2 |
Rad Cpli Rad Cpli ] Rad Cpli o] Rad Cpli o]

z=—x"3+a-y-y2, una"“cordillera con desfiladero®(can= 3):

W Edit Hoja | W Edit Zoom Andlisis | Ventana vis.
E{ELARGE ] B ([ELERIRIERSE D] [ —my =

Hodal |Hodaz |Hoda® |Hoig 4] #] = [ g, -4 I
ozl=1@ "‘"--.._____ redilla - 35
f il I

irn. T - r
0z2=15-9,2.x2 " R ]
OF3= 20, -0, 2. yz h v rebilla = ﬁga |
Ozd=g, 1. 22p, 2. 07 W "o, 28
o R R S~ J - b
G il .

= i bt T ,
L A A T
) ) - i ) i -‘,-;i‘iuh
i o o
b ----"'--.v
Zo=—x A+ Iy 2 |25=—x"3+3><y—y"2 | |25=—x"3+3><y—y"2 |
Rad Cplj (] Fad Cpli ] Rad Cpli o]
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z=x"3 +y'3 —a- x -y, una “cordillera con plataforma de observacioron(c
a = 3). Ya que en la primera imagen la cordillera s@gasdia ver por detras, se

ha rotado completamente la vista en la segund

En el gréfico de la derecha se ha aumentadf
rango de lag al intervalo- 50£ z £ 50:

z=x/ (x"2 + y*2) 0 bienz=-y/ (xX"2 + y"\2),
(@A+2-j=1/K+]-y)

anant
W} Edit Zoom Anilisis + W} Edit Zoom Anilisis + = ana M
] Inicial
jilla - 5@ -
Hojal |Hodaz |Hodas [Hoaa 4 F Mmoo -3
Czl=1/ méx. =3
Oz2= 45— 2 rejilla = 5@ '
o 3_1'3 B.2-x 5 Min. = :-25
B . PN - e BN max., -25
Angula A - —-138
Angulo & :-7A -
.
e
tﬁ:
gt
s Y v
g [EE=x 2+ 3Ty | [FE=x"a4y 3=Tuamy |
Rad Cpli ] Rad Cpli ] Rad Cpli [T}
W Edit Zoom Analisis 4 | Ventana wvis.
B e ENEN S  Inicial
- rejilla - 5@

-3
=3

Mim. =
rax.
redilla

]l Min. z

max. =5H

§ &ngulo B - -148

Angulo ¢ - 24

[zE= 33— |

[zE= 33— |

Rad Cplj | Rad Cpli |
El grafico siguiente S~ Edit zoom Fratziz ¢ || [ Edit Hoja — entana %
observa desde e[E:[[HIF[® [E [ k] e ‘
segundo  cuadrante - [| e 195 o
Se pueden distinguif gzg:a-lg-xz-a-g_-vz }“E.ﬂﬁia ST
las limitaciones del Ozbm B3 s Min. z:o8
trazado 3D hecho cof - | fnaule 8 =115 =
una calculadora; sin
embargo, en calidag
es muy superior a Ig
gue se puede obteng
dibujando con tiza y
pizarra. - ¥ : - ¥
[E7=s (a2 ty 2 | =T/ (e 2y 2) | E7=x/ (xm2pm2) |
Fad Crlj gan] Fad Cplj 0| Rad Cpli ]
Ejercicios

8.1 Represente graficamente la siguiente superficienguentre los ajustes
adecuados para el cuboide de representacion:
z=sin(x) + sinfy) + sin(x + ).
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9 Calculo simbodlico con términos de formulas

¢Por qué a veces la integracion simbdlica nos li@vanas funciones
primitivas distintas de las esperadas?

=implify
expand
r'E actaor

factoriut

I3 -
CAaloulo
] Compleio
Lista—Cr
Lista—Cal
Matriz—C
Matriz—C
Wector
Ecuacidn
Asistentd

Approx
toFrac
profpFrac
combine
collect
imwert
tExpand
tCollect
expTaTrig
trigToExp
dmis
talbiS

Algeb Esténdar Cplj Fad ]

[ Edit Accien Interactivo Las transformaciones de términos mas sencillas, que
S ] [ | #]| en este capitulo seran tratadas de forma introdacto
factarOutla: c+b-c,cd = son la factorizacion y la expansion:
c-Lat+h]
factoroutiasctbecaa-c2
1
a-c-[;-bﬂ] a-c+b-.c=(a+b):c y (a+b)-c=a-c+b-c
factoria-ct+h-c2
. . E.Ea+bj - - .
simplifyCas ctbec) ot Para ello, abrimos el mena principal, y ahi, en la
expand({a+th]c) cabecera, encontramos el meAdcién, submenu
, el Transformacion, con las 6rdenegactorOut(...),
expand(a-c-[—-bﬂ]) . . .
B factor(...), simplify(...) yexpand(...):
b
Algeb Esténdar Cplj Rad om

|| W Edit Accidn Interactivo

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7|

B

tExpandsintx+ya
cos{yw sinlx +sinl v ) cos(zy
expToTrigle™(iwal
cosiy+siniy]- ¥
expToTrigle™(x+iyid
[costy+sinwis 40 Cooshx v
trigToExp CsinC iy
(e¥-e¥ )i
2
trigToExp Csinlxa 2
_[ex- g ] i
2
trigToExp CsinCx+iy s 2
_[ex- gy ] i
2

D

Algeb Estiéndar Cplj Rad dm]

Una orden que va mas alla en el céalculo simbdlgoper ejemplotExpand
(sin(x +y)), para obtener un conocido teorema de la sumantrigétrica:

sin(x + y) = sin(x)* co{y)+coqx)* sin(y)

La ClasspPad 300 también “conoce”, por supuestormaula de Euler:

e™i * y) = cosy) +i - sinfy), y la calcula: expToTrig(e(i * y))

La transformaciomexpToTrig(e”(x + iy)) da la representacion no muy habitual:
(cosfy) +i * sin(y)) * (cosh) + sinh(x))

Como es bien sabido aqui resulteosh) + sinh(x) = e”x.

Las consiguientes 6rdeneggTOEXp(...) ponen en evidencia conexiones entre
la funcionsin y la funcion complej&, que se pueden encontrar también en una

coleccioén de formulas.

En ese sentido se podria usar también la Class@@dd@no una coleccién
electrénica de formulas o bien un banco de datos.

Se le pide a la ClassPad 300, por ejemplo, la septacion de la funciésin a
través de la funcidbn complegay se obtiene enseguida la respuesta deseada:

trigToEXp(sin(x)) = —i * (e™(i * X) — eN—i * X)) / 2 (= =i * sinh(i * x)).
Sin necesidad de 6rdenes adicionales, la ClassRasiBplifica a la inversa:
sinh(i * x) =i * sin(x).

Las siguientes transformaciones se ocupan de alésgelementales:
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La conocida integral elementdan(x) se calcula mediante la orden (S Ea: rccien mteroctive

integracién tan(x)dx, en la ClassPad 300 mediantétan(x), x), 0 como

integral definida con limite superior simbélic(lan(t),t 0, x).

Si se desea la integral elemental con constanietetgracionCs, sélohay que
resolver la “ecuacion diferencial”’y’ = tan(x) con el solucionador de

ecuaciones diferencialeSolvef/ = tan(x), X, y), y se obtiene la respuestd

deseada:
y = -In(Jcosk)|) + const(1) = -In(Jcos()|) + C;.

La ClassPad300 designa constantes simbolicas realeso const(l),
const(2), ...

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7|

B

Jitantarl, a2l
-1nl [cosix] )
J‘ﬁtan'-’.t),t,la, A
-1nl [cosix] )
dSolved y'=tantal, a2
{w=-1n[ |co={x)| Hconst(10}
A'=tantarl, ay 3 A=H, y=cl
{w=-1n[ |co=Cx)| Mo}
A'=tansar s Ay ¥a Aa=n, y=ci
{w=-1n[ |co=Cx)| Mo}

1k

u}

A [

Algeb Estindar Fad cml

El resultado concreto y =n (Jcos §)|) + ¢ (cony(0) =c, y la constante d€< Ear fecien nteractiv

integracion ¢) se obtienen también como Problema de valoresiaies
dSolve ¢ = tan(x), x, y, x = 0,y = ¢). Con y( )=c se obtiene igualmentg
dSolve ¢ =tan(x), x,y,x = ,y=c¢) ={y = -In(Jcosk)|) +c}.

Sugerencia:
Si se calcula en modo complejo en lugar de en mealpno aparecen las barrg
de valor absoluto en las primitivas. De esta manarguncion primitiva

y = -In(cosk)) estaria definida en el conjunto de los reales sélananeralF

incompleta; para ser precisos, solo para k) > 0.

Para el problema de valores iniciai¢s= tan(x), y(
dSolve ¢ =tan(x), X, y, X =

) = ¢, se obtiene ahord
,y=c¢)={y =-In(cosk)) +c+i* }.

B

= ) |
Jitantarl, a2l
=lnlcosi=x))
Jitanttiyat. @y 22
=lncosiz))
dSolved y'=tantal, a, ¥
{w=-1nlcos(x 1 +constl 11}
dSolved y'=tantal, a3, ar
Tw=-lnlcos(x)Hc
dSolve y'=tantal, a3, Ak
{w==1nlcos(x ) +c+m- i}

1k

A [

Algeb Estindar Fad cml

Las siguientes pantallas muestran, a modo de eperiyviciones primitivas que
se calculan en modo real y en modo complejo reispaecente. Se dan tres

hechos conspicuos:

a)
este caso el logaritmo también esta definido panaenos negativos.

una integral no definida en reales es resolubleoemplejos.

Mientras que en reales la notaciérjasen complejos result®Raiz de a*”,
épor qué?

b)
c)

en el modo complejo no proceden las barras de \aisoluto, ya que en

[ % Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo [ % Edit Accidn Interactivo (

[ % Edit Accidn Interactivo

B i i

E e | ] ] S | ] ] S |

¥

] ] S |

Jitantarl, &l e Jitantarl, al e dSolved y'=tantal, a, 32

1k

-1nl Joostx] ) ] ~Inco=t=)1[] {w=—1nl [co=s(x])| I+constl 12}
1 1
I y D I 1) Jolvelwis———, ar, 7
at-a af-a? 5 aZ-a?
. x . b . x
sm'i[ — sin-t w=sin-i — [+const(1)
) [.F 2 ] {5
I L ) 1 ) dSDlue(y’—; Ayl
: ¢ a Tz T
prch ! wiogl ' aZ-a?
77 ) A | [l e echeonseco

Felng—|ae] vy a0
ERRCR :Resultado no real
D

dSolve =10 —|ar] 2y e, 30

J‘(ln(—|x|),x> - ERRCR :Resultado no real
xe 1nf ] -4 - § o
n]

4
A [
A [

dSolved y'=tantal, a, ¥
{w=-1nlcos(x 1 +constl 11}

1k

dSolver y'=

{:Fsin'i[ \.II':T

dSolver y'=

1A 1y
-

]+i:n:\nst( 1 )}

ﬁ 1Ay ]
A=A
{:-'=1n[~. x2-a2 +x]+c.nnst( H

dSolved p'=1ni— |z| Ta AL WD
{w=x+1n( |x] 1-=+me 2+ i+consk

4

Algeb Estandar Rad gy Algeb Estandar Rad gy Algeb Estandar Rad gy

Algeb Estandar Rad gy
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La ultima pregunta formulada puede aclararse cagues

En modo complejo la variable simbdlica es un nanterda formaa = re(@) +
i *im(a), es decir, par#ﬁj rige ahora (siempre y cuangho(a)® 0):

la = y/(re(a))? +(im(a))> 2 a2 =,/(re(a))’- (im(a))’ +i x@xe(a) xm(a)

Mas aun: En complejos/; es la raiz principal (compleja); por ejemplo, se
desprende da® = 1- i)? = 2i la raiz principad/2i =1+i =-a Qaj = \/E)

|| W Edit Accidn Interactivo

|2 _Edit Rccién Interactivo Con las siguientes imagenes la confusion se acentta

Eu.s 1II::;||g:::: ]

B

S ] | B

‘integral real’
aEs P

‘integral complejis’
done

f|z|dz

resultado no compleio®
dane
D

Tzl z

1k

intearal real sl La integral compleja Qz|z) no se calcula, aunque la
Folne=|x| 3, =
ERRZ2R :Resultado no real

‘integral compleja’

integral real puede ser calculada(tx|, x)= X #x| /2.
El otro caso de no existencia de integral de reales
(In=|x)), x) no es dificil de entender.

done
rolng-|z|r. =z
z-1nl |z I-z+m- z- &
=simplifyians?
= [1n[ |z| )-1+m- i)

Para el lector curioso viene a continuacién una
aclaracién de la Teoria de las funciones complejas
(abreviadoTeoria de funcione$:

Algeb E=stindar Cplj Rad gm]

Algeb Esténdar Cplj Rad om

En el concepto de integral complejé\f(z),z), se

entiende  siempre
contorno) f(z)dz=

la integral curvilinea complejante@ral de
f(x+i*y)(dx+i*dy) con el requisito de qué&(2)

posea una primitiva (se dice en este caso fggees una funcidon regular
(analitica, holomorfa)). Para la integral de comtono se da en este caso ningun
camino de integracion, ya que la integral (cureidin compleja tiene la
caracteristica de la independencia de caminosymexr&uncion regulai(z).

La regularidad def(z) puede probarse de nuevo mediante las ecuaciones
diferenciales de Cauchy-Riemann:

Tre(f(x+i*y)/Ix=9im(f(x+i*y)/Ny
Tre(f(x+i*y)/Q1y=M im(f(x+i*y))/Px
Aqui se demuestra facilmente qtie(z)=|z|=(x2 +y2)]/2 paraz® 0 no es
regular:
1Ire(f(x+i*y))/1Ix=1I(x2+y2)m/1lx=x*(x2+y2)j/2]1
L im(f(x+i*y)/Ty=10/1y=0

y

Tre(f(x+i* y)/Ty=1(x* +y2) ey =y* (x* +y?) 2
1 im(f(x+i*y)/Ix=90/9x=0
De esta manera resulta claro, para sorpresa ds losléectores no versados en
la Teoria de funciones, qi&) = |z en complejos no poseenguna primitiva y
la integral (indefinida) (|z| z) no es calculable (jaunque si en reales!) Por
tanto la ClassPad 300 ha reaccionado correctamamt@odo complejo, al no
transformar la integral (|2, z).



9.1 Descomposicion parcial de fracciones

En el siguiente ejemplo se analiza la descompasid& una funcion racional
Ps(X)/pa(x). Con pk(X) se designan

fraccional impropia. Seay = f(x)
polinomios de gradk (k=5 yk = 4 respectivamente).
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Con la ordenpropFrac(...) tiene lugar una descomposicion de la funcion

polindmica mostrada mas abajo y los sumandos ralgsiraccionales propios.

Para la descomposicion parcial de fracciones (DiRF)a parte racional
fraccional propia, no hay ninguna orden especiala pgue se use la
transformacion a la funcién primitiva (integral efohida): La integral
demanda en segundo plano la DPF del integrando. [(F4¥a se puede
recuperar derivando la primitiva posteriormente sxonandos.

[« Edit Accign Interactive | ¥ Edit Accisn Interactivo || ¥ Edit Accisn Interactivo ([ Edit Hcclon Interactivo
S ] [ 2 | 5T o] [ S el | P ] o] [ b
5 |
S +2x-5 sy M diffe 245 ln[ |x =2 x+5|] )I;_"'I
4t 12034292 2204 ' 578 R
3:x742.%-5 _ 34S(x=1)
z
4oxt12- T 429, 0T 02 eg 289 (x2-2. 245
PropFrac <y aipre 222 2] 1:':65"; ) s
21-%% 1952 %4191 %65 3-(x43) cus
4-[4-x4—12-x3+29-x2—22-x+5] 4 32 Fex=1]
Jiy 5 3-x2
2 22 o 134a-tan-1[ —x'i] : z
345-1n[|x —2-x+5|]+549- 1|-.[|2-:\:—1|j|+ 2 _ 2, 125 diff 3 »IFC
578 4624 4 289 ZF2-(2-x-1) Tew+d
4
i 1348+ tar- 1[ le ]
. bl dif £ — B
[Flgeb Estandar Real Rad dm Algeb Estandar Real Rad oo

Alaeb Estindar Real Rad dm]  [Alasbk Estindar Real Rad dml

[ % Edit Accidn Interactivo

[ Edit Accidn Interactivo | ¥ Edit Accidn Interactivo |

] [

[ % Edit Accién Interactivo

EEE T >

k) o432

123

22210 (zeirzen-112

] ] S | ¥
=1 ==1=15]
. lede-tan [ z ] 289 [x2-2. x45)
diffi———— =,y x23%d:
283 ' T T —— xise
—2E806 272-(Z-x-11"
289 (222 245) iz
\ 125 1362 x—-1]
A S ey R cornbine { atbto+dhed
% Few +2-x-5
. 136-(2-2-1) (2ex-112.[22 -2 ©45)
combine (atb+ctd+en o [
5 expandi(2.x=-1] =2 x+5])
Fex-+2-x-5 4 ] )
= = ] dax T —1Zex = +2Pe x —Z20 x40
[2ex—-1] [I —Zx+5 a+b+c+d+e
expandiiZ-x-112. [x -2 —2658 345 (x-1]
doxto12. 23429, 22220, 245 289 [x2-2.245)] 289.[x2-2.245) ¢
0 u]
Alaeb Estandar Feal Rad gm] Alasb Estandar Real Rad qn]

[flo=t E=tardar Real Rad om

|Flaet E=tandar Real Rad oml

La ecuacion para la DPF se ve en este ejemplo:

y=(3-x+9)/4+ (A x +B)/(¢-2x +5) + Clk— 1/2) + DIk — 1/2¥



62

y resulta tras el calculo anterior con la Classkal

A= 345/289, B=-3025/289, C=549/4624, D=5/624.

El camino inverso aqui seria la evaluacion de laaeién mediante una
comparacion de coeficientes. También en este eaSitassPad 300 demuestra
ser una herramienta eficiente.

[ % Edit Accidn Interactivo

[ % Edit Accidn Interactivo

] ] S |

] ] S | ¥
W |

Fex"42-x-5
dexto1ze2% 429 22220 04
propFraciy)

224191 x—£5
+3Hx E 3T xS )
1ok -195. 224
deldexto1z02F 429

.

Selx+3)
4

factor:t

4e(2ex-112 (2220 245)

+|
_sa+b o d

PRI, PETRS_ S | [ 1]2
2 |x-3

a=x+b c d

;ax+b — d
AL e x—% [x_l]z

2= x+b - d
x2-Zex+s oL [ 1]2
z |x3

(2112 (2220545
4afZew—112. zai.,._
xE-2ex+d b
propFrac{ans=sl

4-[4-a-x3—4-a-x2+a-x+4-"
1-195. % 24191 . x—E5=ans>Ec
“191-x—65=i1--[4-a-x3—4-a"
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N ] R a4

e

B

Zxde(2ew-1)2 (222, 245)

4e(zen—1)2.[ R

x2-Zex+5 -

propFractans?
4-[4-a-x3—4-a-x2+a-x+4-
21 %3195 224191 - x-65=:

Z1exF o195 %2 4191 x—E5=cF

Ec|x=1/2
Ec|x=-1
Ec|x=H
Eelx=1 asbscad
{3—345,b SBZS,G o949 o
289 289 4624 ke

et
axb+c+d

2 ziers oL [ 1]2 v
z x5

propFracians?

12 g g be w24 e be x+beH
1-195. % 24191« x—65=ans>Ec
1191 x—e5=d. (422 Fdu 50
Eclx=1/2
Ec|z=-1
Ec|x=8

Ec,lx=1 a,b,c,,d
3825 549 125
259 ' “" 424 'V 54a

e (Zex—112. (2220545
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El trabajo interactivo con la ClassPad 300 discurre
como sigue:

La funcion racional fraccional impropia es
descompuesta con la ordenpropFrac(...).
Posteriormente se factoriza la parte racional
fraccional propia para obtener los factores
denominador.

Ahora ya se puede fijar la formula de la DPF, y
almacenarla em
(A*X + B)/(X>= 2x + 5) + C/ — 1/2) + D/ — 1/2¥

La formula de z se multiplica ahora por el
denominador principal, para lo cual se copia éste
simplemente de la linea de respuesta de la orden
factor(...). jLa nueva aplicacibn de la orden
propFrac(...) simplifica el polinomio denominador!

Ahora se iguala el numerador de la linea de
respuesta de la orddactor(...) con la respuesta
(ans) de la ordenpropFrac(...), y se almacena
comoecuacion Ec

En lugar de la anunciada comparacion de
coeficientes, se construye sistema de ecuaciones
gue consta deuatro ecuaciones Ecpara lo cual se

predetermina cada vez otro valor de De esa manera se obtienen
inmediatamente los coeficientes buscado®, C, y D, como anteriormente se

han determinado.

9.2 Solucién de un sistema no lineal de ecuaciones.

Dado el siguiente sistema de ecuaciones, con treconescl, Ec2, Ec3y

las tres incognitas, yy z

(Ec1)8x —y*+ 84 =0 (Ec2)x —y(z+ 10) + £=0 (Ec3)2y—-Z—20&+16=0

Con ayuda del método de eliminacién se obtienenpaaos pasos, con la
ClassPad 300, las cuatro ternas de solucionesstiing.
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También aqui la calculadora simbodlica demuestrausarherramienta de gran

utilidad:

|| ¥ Edit Accidn Interactivo
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S ] | B

S ] | B

S ] | B

'Sizt. ecuaciones no lineal' &
done

Sx—w2+84=A3EcC 1
B x-ywZ+24=0
dz+x—]1By—ytz=BFEc?
e z—1E g z=H

Zy—Z2Az—-z~2+16=8FEc
2 y—z Z—28- z+16=0
solve(Ecl, =)

solwe (ECT, Wl

2
{y=%+1@-z—8}
22 21

= o

Fx

yz__gl

T
-
5z
2
ZT+1E’I-2—8$--_-,-

z
%ﬂa-z—a

solwetEcZ.z?

1408242042, z=11,293228912}

—-21. 46727172y
—-21.46727917

—-14.53883421%=za
-14.538832421

A, TE4AZ4 20458525

5 G G 5

DIVETECS I
A4E2426043, z=11.29328913
—-21.4672791 7%z
—21.4672791
—14.53003421%za
—-14. 5308342
H, TE4EZ242A48% 73
d, 784824204
11.29328918%zy
11.2932891
Tzavazitlz=z1
{-2.99, 7. 75, -21. 472
{xavazal | z=2a
{274.38,-47.74,-14.53}
{xawazal | z=23
{-16.44,-6.71,8.782}
{xavazad | =24 b
{3547, 05, 168, 7, 11. 297 [+

Algeb Estiéndar Real Rad om

Algeb Estiéndar Real Rad om

Algeb Estiéndar Real Rad om

El método de solucion asumido es ejecutado en elimpencipal sin errores.

9.3 Solucion de un problema de optimizacion no line  al.

Dada la funcion objetivo no lineal=f (x, y) = 600 - 400y - 7000en el rango
permitidoR, que puede describirse mediante las siguientascrsnes:
1)2x+5£66 (2)X£36 @Bx+2y£ 31

4x® 0 (S)yB 0.

La funcion objetivo debe ser maximizadaRen

Mediante el tipo de gréafico de desigualdad, seesmteR primeramente en el
menu Graficos-Tablas Se observa que la tercera restriccion es supernia
gue es satisfecha automaticamente bajo la primeegynda restricciomR es
un area trapezoidal.

W Edit Zoom Andlisis W Edit Zoom Analisis 4 W Edit Zoom Analisis 4

[T i e [N

(B (T R ] i e [ i M

Hojal [HojaZ [Hoja® [Hoid 4 [ #
Eyls %
Exz1g

o —xt+31
Ee3L -
Exd=a@
Ewozx@

Ouc-n

b pargn b4

. e xc=19 Ho£d, xc=19 Woell
[1lzcee—2uzasS | [ezzc-x+31072 |
Fad FReal ] Fad Feal ] Fad Feal ]
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La solucion grafica se produce en las lineas deooom de la dimension
objetivoz = x * y, que aparece como Unico término variable en laifun
objetivo.

Primeramente se dibujan las lineas de contornozpar2s, 50, 75, 100, 150
y=z/x.

W} Edit Zoom Anilisis + W Edit Zoom Anilisis 4 W Edit Zoom Anilisis 4

(0 (25 S R G e [ T [T Y e G e [ [ S e e [

Hojal [HojaZ [Hodad [Hoid A | »

OxZ<is [ ]
Ow3e L;SI —1 I
Oxdzg —1

OvS=@ —1
Eve= {25,59,?5x, 18—

o TR O

dw S dx=—H, S35 wide=—1.
=3 Cc=2. 77777 xc=9 Yo=16. GREEEH
|y6={25, SH, 75, 1680, 15@}f| |we={25,58, 75, 180, 158+ ]
Fad Real ] Ead Real ] Ead Real ]

Con valores crecientes de las lineas de contorno se van hacia arriba a la
derecha.

La solucion 6ptima se origina si la linea de camvasolo toca el ared en un

punto.
[ % Edit Accién Interactivo |[ % Edit Accicn Interactivo En el menu pl’inCipaL se hace que se corten Ia Iine
= ] R b Sl ] de contorno y la linea limite: la linea de contorno
solvezusy=gd,y) I SolvEt TSty . X -y =cy larecta2x + 5y = 66.Se eliminay. La
-y == ., . .
{F 5 +?} {*" x solucion parax es independiente dg y resulta
solve (xty=c, ) . solve(2="2EL 28 5 Gnica cuando el término raiz es cero
{FZ} L33 —4@-c+a35E +33}
— W=+ —/—
solve¢ S=T2%, B6 L, 2’ 4 2 De ello se desprende qoe 108.9
E 3 3 =olve (—4@ c+4356=0, 00
{ _oydmecrase gz fc=1m2.90
= r 2 ' ((E=TEELES vie=tes.s || El resultado final resulta puegpy = 26129000
solvel—4@. c+4356=0, 3 x 3 5
fc=1P2.97 {x=16.5,%=16.57 para Xopt = 16.5 Yy Yopt = 6.6
c —7.x E& solve (Zx+Iw=e0, w0 [ x=16.3
snlve(;=?+?,xh lz=1 T=6 60
[%=16.5,%=16.5} BEE+1E, SH4BEE G- TEEE
solvel 2atSy=66, v} | x=16.5 26123084 |
Sz, £ % n |
Algeb Estiéndar Real Rad dgm] Algeb E=stindar Real Rad gml
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10 Calculo simbodlico con sucesiones numéricas

¢, Como se determinan las férmulas de célculo paaecuencia numérica
0 para una sucesion de sumas parciales?

Mediante las 6rdenes de la ClassRaduence(...)y sumSeq(...) pueden
establecerse las formulas de calculo para detedmén#ipos de sucesiones
cuando se conocen los valores numéricos de alglaogentos de la secuencia.

Sugerencia:

La inferencia de la regla general a partir de etdose concretos de una
sucesion no es Unica si no se tiene en mente dmanb la regla de formacion
para un determinado tipo de sucesiones numéricas.

Por ejemplo, tenemos que la sucesior 2,a, = 4,a3 = 8,a4, = 16, ...,que en
los primeros elementos se comporta como sucesioméjeca, no tiene por
gué serlo. El curso posterior de la secuencia podiscurrir de manera
diferente.

Las oOrdenes citadas anteriormente examinan leyefordeacion que tienen
caracter polinémico.

La orden sequence(Lista) proporciona un polinomio del grado mas bajo
posible, que corresponda a la sucesion numérica (@ogo de indexacion
k=1, 2, .) expresada a través de la lista introducida, ngloLista = {a,,

a, 2, a} = {3, 5, 7, 9}.

La ordensequence(Listal, Lista2)proporciona un polinomio que asigna a
cada elemento de la primera lista el corresponelielgmento de la segunda
lista (polinomio a través de pares de puntos dédaz)).

La variable simbdlica es de esta manesasiempre y cuando no se
predetermine otro nombre de variable como paranaticional en la orden
sequence(...)

sequence(Listak), o bien sequence(Listal, Lista2k)

|| W Edit Accidn Interactivo

Ejemplo (sucesién aritmética) B [T

B

Se trata de determinar la ley de formacion (polimmde una sucesiON= 7 3,3 57e0eca1

2ri i [ = = {1,2,3,4,5)
numerica, que viene dada mediahtsta= {ay, &, &, &, &} ={3, 5, 7, 9, 11}. am e 11
: . . . 3 i35 711l
Seleccione la opciorjAccion], [Lista-Calcular], [sequence]en el MenQ |[s=auencetlistaz, k> -
Principal.: sequence(listal,listaZ.k?

2ek+1
T1,3:5. THlistal
El resultadoes, =2k +1, k=1, 2, ... {1,3,5. 77

{8,-1.2,-2k*listal

. . . L8,-1,2,-3}
En la imagen de la derecha se aprecia que la enttedla Listal no es sequsnce (listal, lista2; k)
necesaria, ya que solo contiene los indices ieigial %+%_¥+23

factorianss

En el siguiente ejemplo se predeterminan los isdiogares, con lo cual Lista rie=11. (k215 ks3]

debe aparecer necesariamente en la ssegaence...) Algeb Esténdar Resl Rad
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Eu.s LII::;||g:::: el 4

{H,-1,2,-33listaZ?
{8, -1, 2,-3%
sequencelistal, listaZ, k2
] 2
k +11-k _33-k+§
4 4 4 4
factorianss
(k=13 [kZ-18- k+23)
4
1,25 354, 5,6, T3k
T14203:040 506,72
~(k-13- (k2 - 18- k+23)
4

{a,{,—i,%,z,%,—a}_

{1a3 S T

u] -
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L2y S TaPa 11 23listaz -
1319 Ta 511}
sumSeqilistaZ,n2

nZ+2an
{1,234, S3listal
T1aZ2: 355
sumSeqilistal ,listaZ.n?

n2+2-n
{1!2!3!4:5:6:?}?|—I
f1,2: 34,5, 6.7

n2+2-n

{2,8,15,24,25,48,53%
a]

Algeb Estiéndar Real Rad dgm]

|| W Edit Accidn Interactivo

N
sumSeqilistal.listaZ.ny -
-n* 12-n% 4502 25-n
15 24 15 12
factorOut{ans, 1482

ent-38.n7+135.n2-108.n)
simplifylans?
—rs (A5 (n—-1 )-[n——
16
L1l 2a 34006, T30
{1,2;3,4!5!6!?}
--L . (z.n%-22.n34135.0 2

43

7 11 =]
{B!_E!_T!_Z!B!Z!_
-

30
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Ejemplo

Se trata de determinar una ley de formacion (patifmde pares de nimeros
dados) que asigne a cada elemento de la {istaks, ks, ki} = {1, 3, 5, 7, es
decir a cada indice impak, el elemento correspondiente ddikda {a1,
agz, s, Eb} = {01 - 1! 2’ - 3}

En el Menu Principal selecciojccion] [Lista-Calcular] [sequence]:

Resultado:  a = (K +11K-33k+23)/4, k=1,2,,..

o bien, factorizado:
a=—(k—1) - (k—10k+23)/4, k=1,2, ..

Este ultimo resultado muestra que la ley de fordrapara los indices impares
produce, en efecto, los valores predeterminados.

10.1 Sucesiones de sumas parciales

Ahora estableceremos, para los ejemplos trataddasri@mente,
sucesiones de sumas parciaes a; + a; + ... +a,
utilizaremos la ordesumSeq(...)

las
n=1,2,.,yparaello

Ejemplo (Sumas parciales de una sucesion aritméYica

Se trata de determinar una ley de formacion (patina para la sucesion
de sumas parciales, si la sucesion numérica vieadadmediante la
Lista = {ay, ap, a3, a4, as} = {3, 5, 7, 9, 11}.

En el Menu Principal selecciorf@ccion] [Lista-Calcular] [sequence]:
El resultado das,=n?+2n, n=1, 2, ...

Finalmente se obtienen las sumas parciales,,
izquierda.

...; véase la imagen de la

Ejemplo

Se trata de determinar una ley de formacion (potiw para la sucesion de
sumas parciales,si la sucesion numérica viene datadiante las listas
asociadagky, ko, ks, ka} = {1, 3, 5, 7} y {a, as, as,a7} = {0, -1, 2, -3} La
primera lista vuelve a ser la lista de indices.

En el Menu Principal seleccione la opcidfAccion] [Lista-Calcular]
[SumSeq]:

Resultados, = (=3n* + 3&1° - 13%:% + 10)/48, n=1, 2, ...
También es interesante la representacion factatelas sumas parciales:
$s=-n-(n-5)-(n-1) -(3n-60)/48, msF2, ...

Finalmente se obtienen las sumas parcisies,, ..
izquierda.

.; véase la imagen de la
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Con la ordersumSeq(...)se pueden obtener las férmulas de las sumas de las

sucesiones numéricas de las potencias fijas, mponpdp
(k* k, 1, n), etc. Aqui sélo hay que
predeterminar la sucesion de las potencias fij@ssguobtienen con la orden
seq(...), por ejemplo seqk, k, 1, 5) seqk? k, 1, 5) seq’, k, 1, 5)
seqk®, k, 1, 5) etc. Por ello debe tenersa euenta que la potencia fi
ax = k™ es un polinomio de gradm y, por tanto,hay que predeterminar

(K k1, n),

(K3, k, 1, n),

(k, k, 1, n),

como minimom + 1 nimeros en la lista de secuencia numéeg™, k, 1,

m + 1). En la base esta el hecho de que mediente pares de datg¥, ay),
k=1, 2,..m+ 1, se puede fijar un polinomio de graghode manera Unica,

con lo cual aqui este polinomio degenekd'a

|| W Edit Accidn Interactivo

|| W Edit Accidn Interactivo

|| W Edit Accidn Interactivo

|| W Edit Accidn Interactivo

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7|

B

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7|

B

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7|

B

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7| 4

T1:4,9, 16,25 %lista

{1,2,3:, 4,53 listal
T1hZa3rdha 53
sequencellistaZ. k
|2
sumSeqilistaZ,n2

L
b

n_ o
3 z
factoriansa
(Zen+lleme(n+ld
)

£1.4,9,16,253[]

kN

seqik? ks 1,5031lista?
f1,8,27,64,1252
T1y2y30ds03%listal
T1:253,4.51
sequenceflistazZ, k

seqik® k,1,5031listaz
f1216,81,256,625)
T1y2y30ds03%listal
T1:253,4.51
sequenceflistazZ, k

K3 k4
sumSeqilistaZ,n2 sumSeqilistaZ,n2
4 = _z R B
h_,n- n— n—_,n  n-_n
4 2 4 5 2 3 38
factorianss factortanss
2 2 cnt3e[2en 243 nmt Jore
n<-(rtl] (2ert1)-13- 4301 ome,
o4 it ]
D {142,534, 528,735

1192935 4a506aT

1,2, 5,4, 5% listal
T1hZa3rdha 53
sequencellistaZ. k

k4
sumSeqilistaZ,n2
ndntond® n
53 2 3 2@
factorianss
(Zert13e (302431 ) me,
5]

{1!2!3!4!5;63?}@‘”
{10234 5. 6,720

ndontond on

5 2 3 3@

{1217,98,3594, 979, 2275, 4 ¥
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Ejemplo

Use la orderseq(...)sobre la sucesion numeérital, a2, a3, ap= {2, 4, 8, 16}
e interprete el resultado.

La conjetura de una sucesién numérica geomémica"
reconocida por la ordesequence(...,) ya que proviene de una ecuaci

Algeb Estiéndar Real Rad dgm]

Algeb Estiéndar Real Rad dgm]

polinémica y, por tanto, define la ley de formaca&m (k> — 3 + 8K)/3.

10.2 La orden rSolve(...)

no puede sef

Otra orden relacionada con las sucesiones numéegaSolve(...). La “r’

significa ‘“recursiva’. Asi, la férmula puede calcular la ley explicite

|| W Edit Accidn Interactivo

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7| 4

{12y4, 8, 1623+listaz -
T2 80160
{1,2,3,4%listal
T1a2a3d}
sequencellistaZ. k
2 oogek
3 RT3

{1!2!3!4!5;6;?}@“(
{10234 5. 6,720
k3

k2, 8k

CR
{2ydy8,y 16, 30,52,84)

1]
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formacion para una sucesion (la llamada ecuacidatifdeencia) a partir de una
férmula recursiva de primer o segundo orden deadstitesion.

Ejemplo

Se trata de determinar la representacion paraketsimo elemento de la

sucesion numérica con la formula recursiva + 1 = 3a« — 1, y el elemento

inicial a, = 1.
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[ % Edit Accidn Interactivo

] ] S | ¥

rSolvetan«a=3an—1,31=12 e

_Sn—l 1}
{a”' 7 'z

n—1
zeqt £ = +%:n, 1.7

11:2,5:14,41,122, 355}

mthlabc, cat | 20 ---

[&] Fnrma
Sist =]

IMTRC
A+l

Sn+d Ejec. |
£ [RIE[CICIEJF]GIH]I[JET®
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anE
anStart

La ordenrSolve(...) se encuentra en el Mena Princigélccion] [Ecuacion /
Desigualdad.] La férmula recursiva debe introducirse mediaras Variables
de sistemaa,.; Yy a,. Estas variables se encuentran en el teclado alirtu
pestafiacat, enForma: Sist

Resultadoa, = (3" '+1)/2, n=1,2, ....

De aqui en adelante se puede generar con la @elgn..)directamente la
sucesién numérica.

Prueba:

1= @V 1)2=3-3"+1)2=3-Qa-1)+1)/2=3 a,- 1.

|| W Edit Accidn Interactivo

& Edit Grafico ® Ejemplo (recursion de segundo orden)

Eu.s LII::;||Q::::|H§:I|7| 4

[ B el ae2le-]| Se trata de determinar la representacion para el

rEolvetan+e=4ana—dans a1=F

2”-(n+1)}

an= ]

nl
seq(#,n,l,?)

{1s3,8: 20,48, 112, 2567

MEIM'G'“]— n-ésimo elemento de la sucesién con la férmula

B‘a.—.E=2n'E4n+lj recursivaa, + 2 = 4a, + 1 - 4a, Yy los elementos
Qe g iniciales a; =1, & =3.
L) Y =l

Resultado: @=2"-(n + 1)/4, n=1, 2,

mthlal:u; cat | 20 ---

[a] Fnrma

(Eist =]

apE=2"nxin+1 )54
n___anE _Fank Con la ordenseq(...)se puede, a partir de ahora,

generar directamente la sucesidn numérica. La
segunda imagen se crea a partir del Menu Secuencia.

anE

anStart

B IMHTRO
A+

bCoef w|[ Ejec. |

HGEEBREEECREAED
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Fad Real

Ejercicios

Se pueden encontrar mas sugerencias y ejemplos
sobre el tema Sucesiones numéricas en el capitiéd Banual:*Analisis con
sucesiones numeéricas”.El menu para sucesiones numericas le ofrece las
herramientas necesarias para el trabajo con repeesenes explicitas y
representaciones recursivas de sucesiones numericas

10.1 Verifique el siguiente limite mediante la GlRad 300:
Iri®rr!1‘(1+1/n)n =e (Aquiees el niumero de Eul&r71828..)

10.2 Solucione, con la ayuda de la ordeSolve(...) de la ClassPad300, el
sistema de ecuaciones consistente en dos fornedassivas, dando para
ello las representaciones explicitas @rg by.

Formulas recursivaa, + 1 = 3a, + by, by + 1= a, + 3b,; condiciones
inicialesa; = 2,b; =1

(Sugerencia para la sintaxis:

rSolve ({an+1= 3an + bn, by + 1= an + 3o }{a1 = 2,b; = 1))

10.3 Calcule el primer elemento de la sucesigr= (— 1) (n + 1)/(2n - 1),
n=1 2, .,y determine si converge la sucesién de sumas pescia
correspondiente.
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11 calculo de probabilidad y Estadistica

¢En qué consiste la diferencia entre un modele@ai@atde la probabilidad
una simulacion estadistica?

11.1 El problema de Monty Hall

Dicha diferencia deberia clarificarse a través dae giemplo. Para ello
consideramos el jued®os cabras y un coche’(Monty-Hall-Problem, Let's
Make a Dea), extraido de un concurso televisivo que fue @nitiace més de
diez aflos en la television norteamericana, el desencadend mdultiples
discusiones respecto del caracter estocasticuegbj

Se trata de tres puertas etiquetadas con los néritedy 3. Detras de una de
las puertas hay un coche, y detras de las otraseiodas cabras.

Las reglas del juego son las siguientes:

1. Eljugador elige una puerta (detras de la cual seigb coche).

2. El presentador abre entonces otra puerta (detrisalel hay una cabra).

3. El presentador deja a continuacién a criterio dghglor la posibilidad de
cambiar su puerta por la otra cerrada.

4. Finalmente se abre la puerta con la que se ha daatifinitivamente el
jugador. Gana el coche en caso de que esté dedrasta Ultima puerta
elegida.

Mediante laClassPad 30Qqueremos simulam (digamosn = 100 situaciones
como la del concurso para ver si la estrategiacaeibio de la puerta es o no
ventajosa respecto a la probabilidad de ganar.

Asi pues, la simulacion nos da un punto de refégsesabre qué estrategia
podria ser la mejor para el jugador:

“mantener la puerta elegida originalmente”
0
“rechazar la puerta elegida inicialmente para camiar a la otra cerrada”
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Con este experimento el lector aprende a entendpr as casualidades de la
vida real. Se da cuenta de que a veces una canjedmonable “(a
probabilidad de acertar entre las dos puertas aunerradas es 50 a 50 con
total seguridad”) es en este caso engafiosa je incluso falsa!

Marilyn Vos Savant, periodista cientifica, afirmé al efecto por ageetonces
de manera muy clara que con el cambio a la otratgle probabilidad de
ganar se doblaba. Ello condujo a grandes discusipablicas. ¢Qué piensa
usted al respecto?

Para poder ejecutar el programa de simulacion elassPad 300 debe copiar
los siguientes archivos de Internet en su PC.

“Paditz_02_06_2003.mcsY “Paditz_02_06_2003.fls"

Con estos archivos puede empezar la simulaciori emalador virtual de la
ClassPad 300, o bien transferir desde el Admimstrale la ClassPad el
programavionty Hall . También puede teclear en su ClassPad 300 elgmagr
de mas abajo abriendo el Editor de Programas (MEndgrama) e
introduciendo las 6rdenes de aquél.

Los datos citados anteriormente se encuentran en:

http://www.informatik.htw-dresden.de/~paditz/Paditz 02 06 2003.zip

| MENe  [ErETTTEEEE

g
Gr&fico 30

Cornunicaci...

' Edit Ejecutar

Elija para la ejecucion del programa la opcion
“Monty Hall” de la carpetéamain”.

Carpeta: [main [

RI=lyyl=lg = [t H al

Parametro: [ ]

Educativo

Cargador programa

[« Edit

[« Edit

g

=
Hallo
let's make a deallll

1k

Hallo
let's make a deallll

The MMontw Hall problem

ClassFPadi8d—program by
Ludwia Faditz, June ZOEZ

Humber of plays?

A4 [

1k

ne

let's make a deall

The Montw Hall problem

[1o@

ClassFPad3idd—program by
Ludwia Paditz, June Z0E3

Mumber of plaws?
[0

listl liztZ  [list3

listl [listz  |list3

] [

] [
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Comienzo:

Introduccidon del nimero de jugadas que quiere simlor ejempla = 100;
véase mas arriba).

Introduccién de la estrategia para sus jugadas:

[ % Edit

= E[
MHurnber of plaws?
16a

[ Edit Calc. ConfGraf .

1...switch the door
B...don't switch the door

Strategy?

1

1...=switch the door

H...don't switch the door Set random car position
in listl [=

1k

Al ]k
listl  [list2  |list3 liztl lizt2  [listzd  |& i list3

] [

En listl vea las posiciones simuladas del cochen(eri00 jugadas).

El programa se encuentra ahora en modo Pausaciespdede abrir toda la
ventana del editor de listas para examinar laittzdlde la lista:

[ Edit Calc. Confhraf || [ _Edit Calc. ConfGraf | ¢ _Edit Calc. ConfiGraf .
JESElli=tZ [listz |~
1

list® |~/ ||@...dor’t switch the door |[*

1

Set random car position
in listl

Flayer’s tip in list?

A0 1k

listz [N

TGt i = P 00 G = 0 G G B F- G
=
n
Ky
(]
1

L P G = D 00— T ] e 0 B
ST TN Nl TN ] STy ST A
w0
[

s | s ——

Fad HAutoc Estiéndar ot [-| [Fad Auto Estandar o] || [Fad Auto Estandar o] [

En list2 vea la seleccion al azar del jugador, ylist3 la sugerencia del
presentador.
list4 muestra la eleccion definitiva del jugadotisgs da el acierto o el fallo.
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[ N Edit Calo. Conflrsf || | N Edit Calo, Conflraf | | ¢ _Edit Calc. Confraf .

Host's hint in list3
He opens a door

Set random car position
in listl

Flaver's final choice
in listd

Flayer’s tip in list2 Flayer’s strategy: Summary of all plaws
1 in listS

1 for plawer’s success

Host's hint in list3 Flayer’s final choaice

He opens a door in list4 A for plaver’s loss
[1 1k [l 1 4] 1k |
list? lizt2  [list3 0 i
2 a5[2 1 ]
2 26[2 1 3
2 272 k] 1
1 2201 k] 2
= 29[2 2 1
Calk -
L] ¥
lst= list=

Fad Autoc Estiéndar o] || |Fad Auto Estiéndar o] |-

listé contiene la suma acumuladald#5 enn = 100 jugadas. Aqui se acierta
65 veces mediante la estrategia 1 (es decir lategta 0 comportaria acierto
en 35 den = 100 casos).

| w Edit Calc. ConfGraf || [ _Edit [ Edit

N i [ ] ]
Flaver's strategy Flaver's strategy

Summary of all plaws 1 1

in listS
1 for plawer?s success
H for plawer’s loss

MHurmber of win—-plays
[235]

Finalizadao

Sum of win—-plays Mumber of loss—-plaws

in list&
A ¥
listd4 [listS i

Tiztd  |Lets  [lete |4

list= listé

0|

tst=

Fad Autoc Estiéndar o] |-

Las listadist7 alist9 son listas combinadas para cada resultado degugad

Cada cifra describe la correspondiente elecciértifta O sirve como sefial de
separacion. Por ejempl®321significa:

Coche =1, el jugador eligio 3, se abrio 2 y ghdor cambid a 1.

[ M Edit Cale, ConfGraf || [ _Edit [ Edit Calc. Confhraf .
R 2] &

B for plaver's loss

Flaver's strategy
1

Sum of win—plays=s
MHurmber of win—-plays in liste
[235]
Sumrmary
Mumber of loss—-plaws
35 Murnber of plaws

Ll 1 166

list?  [listg3  |list®

103 1maz  [18321
JE]5 ] A3l [ZE312
2E321
2681 2013 (28132
2682 2021 [3E213

Flayer's strategy
1

Mumber of win—-plays
[=ba]

bl () N S
[5]
=)
[}
[5]
=)
[}
[

MHumber of loss—plaws
25
4] 1k

] Fad HAutoc Estiéndar ]

lizt=

Fad Autoc Estiéndar
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El resultado de jugada 1032Eignifica, asi pues, que el jugador gana el coche
(con la estrategia de juego 1, es decir, cambiartgsl después de que el

presentador ha abierto una).

Por ejemplo30312enlist9 significa: posicion del coche 3 (la cifra siguieft

no tiene significado), la eleccién del jugador @&gbsicion 3, el presentador
abre por seleccion al azar la puerta 1 (aqui palé@r entre la 1 y la 2), y acto
seguido el jugador cambia (estrategia de juegg &dn ello pierde!

Texto del programa

{} listl

{} list2

{} | ist3

{} list4

{} list5

{} listé

{} list7

{} list8

{} list9

DispListEditor

ClrText

SetFix 0

Print "Hallo"

Print " let's make a deal!!!"
Print" "

Print "Hallo"

Print " let's make a deal!!!"
Print" "

Print "The Monty Hall problem"
Print" "

Print "ClassPad300-program by"
Print "Ludwig Paditz, June 2003"
Print" "

Print "Number of plays?"
Pause

Input n

Print n

Print""

Print "Strategy?"

Print""

Print "1...switch the door"

Print "0...don’t switch the door"
Print" "

Pause

Input s

Print s

Print" "

Print "Set random car position”
Print " in list1"

randList(n,1,3) listl
DispListEditor

[ TiFo: [Progr. cHormaly |-

1] —

1 Abrir archivo ]

W Edit Ctrl E/S Misc.
EREEIEAERED

[l Carpeta: [main bl
Mornbie : [T pTeaael [~]

mth |abc [cat [ 20

[t [MAT | ESF_|SiME[Eec. |

MontyHal ]

L3#listl

L ixlist2

L 3xlist3

L 3+listd

Lixlists

L ixlists

LixlistT

L ixlists

L 3*list9

LispListEditar

ClrText

SetFix @

Print "Halla"

Primt " let's make a de
arnn

FPrimt " "

Primt " Halla"

Primt " let's make a
degllill!

Cargadaor programa o]

Editor de programa ]

W Edit Ctrl E/S Misc.
EREEIEAERED

MontyHal ] |

Pl'il'lt non F
Print "The MMontw Hall pro
blem"

Primnt " "

F'rilgt "ClassPad3@0-progra
I !

Print "Ludwig FPaditz, June
28az"

Primt " "

Print "Mumber of plays?
Fause

Imput n

Frint n

Primt " "

FPrint "Strategy?"

FPrimt " "

F'Irl'int "l...switch the doo
r

Print "8...don't switch th

Editor de programa ]
W Edit Ctrl E/S Misc.
ENREITEAEREED
MontyHal ] |
e door"

Primnt " "

Fause

Input =

Frint =

Primt " "

FPrint "Set random car po
sition"

Primt " i
n listl"

randList{rn, 1, 32*listl
DispLi=stEditor

Fause

Primt " "

frint "Flaver's tip in list2

randListin. 1, 32%list2
16E*+]ist] +list2#1ist?
DispListEditar

Editor de programa ]
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ENIS =T EYEREE
MontyHal M| |

Fause

Print " "

FPrint "Host's hint in list3
Frint "He opens a door"
Faor 1%x To n

If listl[x]#list20x]

Then

B/ Clistl[xI*list2lx]2%list
2Lx]

Else
(2—absClistl [x]1-23 2+rand
(B, 12+intg((S-1ist1[x12/2
2#list30x]

IfEnd

MHext

18#listT+list3+listS
LispListEditor

Fause

Print " "

Editor de programa

0|

W Edit Ctrl EAS Misc. |

~ Edit Ctrl E/S [Misc. .
ENIS =T EYEREE
MontyHal M| |

Frint "Flaver’s strategy:" =
Print = . .
Ppnt'Playeﬂs final choic
e

Primt " i
rn list4"
If =s=1

Then
E-list2-list3xlistd
Else

listZ3listd

IfEnd

n
18*listE+listd*listD
LispListEditar
Fause

Print " "

Print "Surrary of all pla
i

Primt "

Editor de programa

0|

~ Edit Ctrl E/S Misc.

EREEIEYERED
MontyHal ] |

n listS"
Print "1 for plaver's succ
es=s"

fﬂnt "d@ for plaver’s loss

For 1%z To n
If listd[x]1=list1lx]

Then
1%listSCx]
Else
B¥listSlx]
IfEnd

Mext
LispListEditar
Fause
Print " "
Primt "Surm of win—-plays"
Print "

n lista"

Editor de programa

0|

Pause
Print" "
Print "Player’s tip in list2"

randList(n,1,3) list2
100 x listl + list2  list7
DispListEditor

Pause

Print""

Print "Host’s hint in list3"
Print "He opens a door"
Forl xTon

If listl[x] *, list2[x]
Then

6 / (listl[x] x list2[x])
Else
(2-abs(list1[x]-2))x rand(0,1)+intg((5-list1[x])/2)
IfEnd

list3[x]

Next

10 x list7 + list3  list8
DispListEditor

Pause

Print""

Print "Player’s strategy:”
Print s

Print "Player’s final choice"
Print " in list4"

If s=1

Then

6 —list2 — list3  list4
Else

list2 list4

IfEnd

10 x list8 + list4 list9
DispListEditor

Pause

Print""

Print "Summary of all plays"
Print " in list5"

Print "1 for player’s success"
Print "0 for player’s loss"
Forl xTon

If list4[x] = list1[x]

Then

1 list5[x]

Else

0  list5[x]

IfEnd

Next

DispListEditor

Pause

Print""

list3[x]
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rint "Sum of win-plays" ~ Edit Ctrl E~S Misc. ~ Edit Ctrl E~S Misc.
Print "S f play [ Edit Ctrl E<5 Misc. || [ Edit Ctrl E<5 Misc. ]
Print " in list6" IENIST =S = 1 A S Y [ =N IS P = T A R 2T
; ; MantywHal — [M] || ([FonteHal ] |
Cuml(“StS) “St6 cumlilistSazlists Primt " Surnmary"
DISpLIStEdltOf LispListEditar Primt " "
Fause Print "Mumber of plays"
Pause Frint " " Print n
N Primt " Surirnary" Primt " "
Prlnt " Primt " " Print "Flawver's strategy"
. " " ErinE "Humber of plaws" ErinE =
n Fin
Print Summal’y F'::mt non Frint "Mumber of win-play
Print"" Print "Flaver’s strategy" ="
! Erimé = Erimé list&lnl
" n ViRt " ViRt B "
Pr!nt Number of plays F'Irl-int "Mumber of win-pla F'rilll-nt "Mumber of loss—pla
Print n Erint list&Lnd Efint r-list&In]
H nn t"" T
Pr!nt Prq;t "Murber of loss-pla °F
Print "Player’s strategy" Print r-listeCn]
E::z: fn Editor de proarama ] Editor de programa [00]

Print "Number of win-plays”
Print list6[n]

Print" "

Print "Number of loss-plays"
Print n - list6[n]

Stop

El problema de Monty Hall y la teoria de la probablidad

Sucesos: A= {El coche esta tras la pueifai =1, 2, 3.
M; = {El presentador abre la pueftaj =1, 2, 3.
Probabilidades: P({\= 1/3 para todas las

El jugador elige la puerta 1 (sin restriccion deegalidad).

Probabilidades condicionada:

P(MJ/Ay) = 1/2 P(M/A,) = 1/2
P(Mz/Az) =0 P(M;/Az) =1
P(Mo/A3) =1 P(M/A3) =0

Férmula de la Probabilidad Total:

P(M2) =P(MJ/A1) - P(A) + P(M/A?) - P(Ae) + P(M/A3) - P(A)
=1/6+0+1/3=1/2,
analogamente:

P(M3) =P(M/A) - P(A) + P(Me/A) - P(Ap) + P(Me/As) - P(Ag)
=1/6+1/3+0=1/2.

Formula de Bayes:
P(AJ/My) = P(M/A,) - P(A) 1 P(M2) = (1/2) - (1/ 3) / (1/ 2) = 1/3,

P(AJ/M>) = P(MJ/A) - P(A) / P(M2) = (1) - (1/ 3) / (1/2) = 2/3,
P(Az/M 2) =0.
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11.2 La base matematica de la simulacion

Randlist(n,1,3) genera una lista de niumeros aleatorios discretos, enteros,
uniformemente distribuidos desde 1 hastda3posicion al azar del coche
(almacenada elistl).

DespuésRandlist(n,1,3) genera de nuevo una lista mlendmeros estocasticos
discretos, enteros, uniformemente distribuidos eldsthasta 3ta eleccion al
azar del jugador (almacenada €list2).

En caso de qua := list1[x] diferentedek := list2[x],
entonces el presentador abre la puerta con elnéime
m := f(a,k) = 6/(a * k) = 6/(list1[x] * list2[X]),
porque es valido en todos los cadissi[x]*list2[x]*list3[x] = 6 (6 = 1*2* 3) .
Si a = listl[x] igual a k := list2[x],
entonces el presentador abre por seleccion alapaerta con el nimero:

m:=f(a,k)=(2—-|a-2|) *rand(0,1) + intg((5 a)/2)
= (2 — abs(list1[x] — 2)) * rand(0,1) + intgf — list1[x])/2),

comparese la siguiente tabla:

Puertadel | Puerta del m:f(a,I;) | w(s=0) g w(s=1) ;
cocheaen | jugadork en Puerta de E_strategla e E_strategla e
list1 list2 presentador| jugador en jugador en
enlist3 list4 list4
1 1 2U 3 1 3U2
2 1 3 1 >
2 2 1US3 2 3U 1
3 3 1U 2 3 2U 1
Resumen

La simulacion de datos estadisticos hace suporefagestrategia del cambio
de puerta es mejor que no hacer caso a la sugamelgiresentador:

Tras muchas jugadas con la estrategia 1 (cambpoielea) se ve, después de la
valoracion estadistica, que ganan aproximadaméBtea2tes de los jugadores.
Asi pues el consejo del presentador debe resugaifisativo, pues con la
estrategia 0 (no hacer caso de la sugerencia yemamia eleccion inicial) sélo
ganan 1/3 de los jugadores, lo que se correspamudacprobabilidad inicial.
Sin embargo, la simulacién y la valoracion estalisno demuestran la
suposicion.

La demostracion viene dada por la Teoria de la Prabilidad
(Probabilidades condicionadas).

En pocas palabras: Sobre las dos puertas no edegidae una probabilidad de
2/3, que deberia mantenerse cuando el presentadouaa puerta.Quién lo
supone ya de antemano?
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12 Aplicacion préctica 1
(Solucidén de una ecuacion de onda, superposiciamdas)

¢, Como se maneja la orden de resolucion de ecuadilifieeencialesiSolve( )?
El punto de partida de los calculos siguientes s ascilacion eléctrica
forzada, que se describe mediante una ecuaciarnidiel de segundo orden
CIRCUITO RCL T
d?y/dt* +2 dy/dt+ jy= Jf(t), o o)

donde2 =R/IL y ,>=1/LC.

12.1 Ejemplo numérico 1
R=1k , L=05H, C=312 F, f(t)=0,

ecuaciones diferenciales lineales homogéneas ceficiemtes2 =2/ms,
.2 = 064x0°sec? (oscilacion eléctrica libre atenuada, oscilacién
aperiodica, sobreamortiguaciors> )

d?y/dt? + 2/msdy/dt + 064%0° sec® y =0,

conx =t/ms: d?y/dx? + 2dy/dx+16/25%¢ =0.

Ecuacion caracteristicd” + 2/ +16/25=0, //,, =-1+3/5.
Solucién general cot, =-8/5y //, =—2/5: y=C,e®/® +C,e?"®,

Solucidn especial con las condiciones inicialeg (ClI

Vo=y(0)=1 Yo=Vy(0)=0 y=4/3e>/°-1/3&%'5

L . L [[%r Edit Rccidn Interactivo W Edit Foom Andlisis_+ .
Grafico de una sobreamortiguacion. G e I L
. . Y . .
Representacion con la ClassPad { : b \
w=const(2)- € +const

(-2 <x<2 ,XscE /2,- <y< , yscl=1). dSolve P a2e, vty s b
Una unidad sobre el eje de basignifica 1 ms; unal = =
unidad sobre el eje de lgsl.5V.

Para solucionar la ecuacion diferencial (solucl, - -~ ©
general) se uso la siguiente orden: Vi 'f“"-'--..'.g'_,
|

dSolvef" + 2y + .64y = 0,X, y),

T L N T R T
Algeb Esténdar Cplj Rad om

con el resultado

{y = const(2) €*'° + const(1) &*'3}.
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Se observa la conocida estructura de formula odastantes de integracion
Ck =const).

En el caso de que se desee resolver de inmediptol#eéma del valor inicial
(PVI) pueden introducirse conjuntamente las Cleeartien dSolve:

dSolvef" + 2y + .64y =0,x,y,x=0,y=1,x=0,y' = 0)
con el resultado

{y=4.-e*5/3-&%'93}

¥ _Edit Zoom Analisiz ¢ || [ _Edit Accién Interactivo Ahora tratamos la solucion con las Cl.
. a . Yo=y(0)=0 Yo=y(0)=1L

y=5/6 €*'° - 5/6 6¥/5 |a llamada“excitacion
por choque”.

Una unidad sobre el eje de lassignifical ms;
sobre el eje de lag, 1.5V. En cada caso se han
mostrado las soluciones basicas y su suma.

(-2 <Xx<2 ,xsck /2,- <y< ,ysc=1)

CE =R S SE=THE SE™ L =R D E-THE
Fad Cpli Algeb Estaéndar Crplj Rad om

12.2 Ejemplo numérico 2
R=1k , L=05H, C=0.05 F, f(t)=0,

ecuacion diferencial homogénea lineal con coefteien2 =2x0°/sec,
.- =40%0°sec? (oscilacion eléctrica libre amortiguada, submaomtion

o)
d?y/dt* + 2/msdy/dt +40/ ms’y =0,
conx =t/ms: d?y/dx® +2dy/dx+40y = 0.

Ecuacion caracteristicat/ > +2/ +40=0, //,,=-1%] »¢39.
Solucién general:  y= (aej@“ +C,e j@”‘) e

real: y=(C1cos(\/3_9>e<)+Czsin(\/3_9xx)) e,

En la pagina siguiente encontramos la soluciénaalpeon las ClI:
Yo=Y(0)=1 Yyo=y(0)=0

y el valor aproximada/39 » 2 (\/@ =6.245y 2 =6.283).
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y=e*(1xod2 x)+1/2 ssin(2 x))
» 101xe * o2 x- /20

W Edit Zoom Andlisis

= R A e |

W Edit Zoom Andlisis |

{_y=c,nn5t(2)- e . sin[ F0 M
dSolve {2+ d A=y 2y g b

_ W33
{:-,l=f; *ucosl 39 ex bt

dSolve {2+ d A=y 2y g b

{y_ZS- 33 e %sin[ 33,

bl

F

136
|
1
‘\

N S e I R U
F

AN
1\-/\_/

Fad Cplj

—

Fad Cplj

Gréficas de una subamortiguacion

Solucion especial con las CI:
Vo=y(0)=0, Yo=y'(0)=25/4 y el valor aproximado
J39»2 (J39=6245y 2 =6283).

y=e*(0x0q2 x)+10008=in(2 x))
»1xg* >8in(2 X)

12.3 Ejemplo numérico 3

R=1k

, L=05H C=2 F, f(t)=0,

ecuacion diferencial homogénea lineal con coefter?2 =2x0°/sec,
02=1>&06sec2 (oscilacion eléctrica libre amortiguada, amortigaa

W Edit Zoom Anilisis 4

[ [ e [ s

W Edit Zoom Anilisis 4

{_y=cnnst( 2l . sin[ e
dSolve (" + 2+ By=E, 0, ¢

e cosf 5o 220

5ol e+ 2 A=y 2y b

{y_zs. 79 e esin( 433 [ (7 /\ '
= 156 -l |4 2
I VAR
L Fal 2 \/
I :

- -
e ey
Rad Cpli  dml | [Fad Cpli |

critica aperiddica =

0) [

[ W Edit Accidn Interactivo

|| ¥ Edit Accidn Interactivo

d?y/dt? +2/msdy/dt+1/ms’y =0,
conx =t/ms: d?y/dx?+2dy/dx+y=0.

Ecuacion caracteristicé? +2/ +1=0,

dSolve (oM 42y usBy 0
y=const( 21 € %« x+constit

dSolve e+ 2 =B xy Wy = b

dSolve (oM 42y usBy 0

y=const( 21 € %« x+constit
dSolve e+ 2 =By Wy = b

I, =-1.
Solucion general: y=(Clx+C2) e

Solucién especial con las CI:

=g % re F {:.-l=£'_x cxtE —x}
[m[=Ta) RUERENELE SryNEE SN e o P PENEE Ol dSalve i+ HusHy xy Wy xS b
{y=e .2}
C C
had had
. .
oo . /‘ . b
4 IR 4
. / . x x
I | I |

Yo=Yy(0)=1 yo=y(0)=0

Algeb Esténdar Cplj Rad om

Algeb Esténdar Cplj Rad om

y=(1xx+1) e
Solucién especial con las CI:
Yo=Y(0)=0Q yo=y(0)=1

— X

y = XX * “amoriguaci

on critica”
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Sobreamortiguacion y Amortiguacion critica:

12.4 Recomposicion de una Ec. Dif. no homogénea al a
correspondiente Ec. Dif. homogénea

La ecuacion diferencial no homogénigy /dt®> +2 dy/dt+ 02y = 02 f(t)
dondef(t) = Oparat < 0, y f(t) = 1 parat 8 0 (funcién de escalén unitario),
con las condiciones inicialgs = y(0) = 0, Yo =Yy'(0) = 0, tiene obviamente la
solucion particularypa(t) = const. =f(t) = 1 (parat 8 0). Mediante la
substitucion (transformaciony.= —u + ypart = 1 —u (parat ® 0), la ecuacion
diferencial no homogénea pasa a ser la ecuaciéredifial homogénea

d?(1- u)/dt? +2 d(1- u)/dt+ *F u)=0,

osead’u/dt* +2 dy/dt+ ,ju=0

con las condiciones iniciales (par& 0) up = u(0) = —y(0) + Ypar = 1,
u'o = u'(0)= 0, cuya solucién se puede encontrar en paginas@eer

Se designan coma = VYym las soluciones de la ecuacion diferencial
homogénea dada alli para lasygl=y(0) = 1, Yy, =Yy(0) = 0, por tanto la
solucion de la ecuacion diferencial no homogénesxpessa:

Y = —Yhom * Ypart = —Yhom T 1

Sugerencia:

Si yhom €s la solucion del PVId?y/dit?+2 dy/dt+ ,y=0 |,
Yo = Y0 = 1 yo = y(0) = 0, entonces—ynom €S la solucion para
d?y/dt>+2 dy/dt+ ,°y=0,yo=Yy(0) =-1 Yo =Yy(0) = Oy viceversa.

En estos ejemplos las curvas solucién se acerdatotasamente al “Valor
final” ypart = 1:

Subamortiguacion:

I[ % Edit Accidn Interactivo

e ] 4
_E__h.aL :

™

dSolve (M 2+ =, Gy 2 b

L x

€ -
+

=1y xa SJ!I=E|; W=y xE’I; w=[r
T N T
il hd

|[ % Edit Accisn Interactivo W Edit Zoom Andlisis #
Tl T > o o o S
T T

- dSolve (M + 2yl Ba=4E, w0 b
dSolve (20  Edy=_Ed, x ¥ =

—2-x —B-x
_4. =] =]
y=4ff+3 1

i=lyxy s x=H g =8, k=0 ' =EE

lo ' =

T

-

T b

(—€" (-

Algeb Estandar Cpli Rad dm

Algeb Estandar Cpli Rad g F=d Crlj [=om]

Sugerencia: La solucién propia de las ecuaciones diferencisgesbtuvo en
el menu de la aplicacion Principal de la ClassFRa@lrBediante
la ordendSolve(...) véase el manual de instrucciones, pagina 2-
7-39f. El gréfico se generd igualmente en el menadcppal,
arrastrando con el lapiz a la ventana grafica alespondiente
término de la formula marcado en negtbrég and Drop’-
“ Arrastrar y soltdr)
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12.5 Superposicion de ondas, pulsaciones

La pulsacién es un ejemplo simple adecuado de gogieion de ondas de
frecuencias diferentes; se origina al sumarse doi$aciones cuyas frecuencias
tienen soélo una diferencia insignificante:

u, =lxeod ,x), u, =0>eo{ ,x),donde ,= - /2, ,= + /2.

Entonces es

u, +u, =0 ><(COS( . >¢<)+COS( , ><t<)) =20 >€05(t %X /2) ><80€(t ¢ ) v _Edit_Zoom Andlisis +

Ejemplo numeérico OvZl=cos(19-mx) [
Ow22=cos[Z]-m-x)
Ew23=w2 10z w22 x) [
Ow24:-0
O=25:-0

,=2 ®5Hz, 2,=2 %05Hz, G=1V conx/t=1Hz:

E=d Cplj

Ejercicios

12.1Se busca la solucionx(t) del problema del valor inicial
d2x/dt*+ ,*x=0,x(0) =0, x' (0) =xo, con ,=~k/m.
(Oscilacion libre, no amortiguada, de un osciladermuelle-masa con
masam y constante de muellg

12.2 Se trata de resolver el problema del valor inicial
d2x/dt> +2 dx/dt ,“x =0, x(0) = 0,X'(0) = Xo,

con =r/(2m)y ,=vk/m.

X(t) describe aqui la desviaci@® un sistema de muelle-masa en el caso
de oscilacion libre amortiguada (masa factor de amortiguaciom,
constante de muelld. Rige adema® < < , (amortiguacion debil).

12.3 La ecuacion diferencial para la corrient® en el circuito eléctric&L,
con resistencia variabR = R(t) esL >di/dt + R(t)>i = u(t)
Se busca (t) parau(t) = ug, R(t) = 1/(1 +1t). La condicién inicial es

i(0) =0

12.4 Se trata de resolver la ecuacion diferenciadli/dt + R»>i = u(t) para la r—1
corrientei(t) en el circuito eléctricdRL. En el instanté = O el circuito
esta sin corriente. Determin@) para u(t)

aut)y=up vy b)u(t)=u0-sin( t).
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HIE

4l —cos2kme i, x, i é 1Fa M

_4_[ sink - kj_sm[ nTk] ]

2am-k 2-m-k
constntl ¥k
constni[1)
al+a?
4_5"{ cnnst;(l)-n]

constril)-m

A [

u]
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13 Aplicacién practica 2
(Serie de Fourier, oscilacion rectangular y en tdietle sierra,
sucesion de pulsos estroboscoépicos)

¢,Como se calcula el polinomio trigonométrico paraa uoscilacion

rectangular?

13.1 Ejemplol: Oscilacion rectangular

+1 Ssi-TIAEt<T/4

fR)=f(Ct+T) = ,
-1 si TI4AE£t<3T/4

A causa de su simetria con el gj€funcién par), se representa esta funcion

aproximadamente mediante una serie de cosenasyfini

El coeficiente de Fouriegsk es calculado en la imagen de la izquierda como
sumaal+a2 donde para el indick se usa la variable de sistema entera
constn(1l). Asi, la ClassPad 300 reconoce por ejemplo que

sin(k >o<) = sin(constr(l) ><p) =0 y simplifica el resultado

n

f(t)»s,(t)= a,cosk>x, x) donde ;=2 /T ya, =4/k x8ink /2)

k=1

es decira, =4/ ,a,=0,a,=-4/(3 ),a,=0,a,=4/(5 ), ...

La primera imagen muestfé) y la “oscilacion basicad/ »gos( ; X).
Con ello se establece ¢/ T = x, entonces ; =2 /T resulta2 x.

W} Edit Zoom Anilisis +
(= (S5 FE R V] [ [

La unidad sobre el eje de basle todas las siguientes
imagenes representa, pues, una duraciéon de periodo

W Edit Zoom Andlisis
(EE [SE] FE o] i [ [

Hl:ljal HDJaE THu:u:laS THDJEJ 4 | 3

T sobre el eje temporal. Para la representacion

Hojal [HojaZ [Hoja® [Hoid 4 [ #

Ovza= y21(xj+y22(xj [ -
1
Ewid= su;num[ E—|x— kL 1 I

E':-'25=%-c,cus(2-n-x) [

O=26:0
O=27:-0

formal de la funcién continua de la derecha

f (UT) = signum(1/4— [x —intg(x + 1/2))
se usan las funcionseggnum( )y intg( ) (manual de
instrucciones, p 2-4-6). Para evitar graficos

Ow23= 210 +u22(x) [
Ewzd= signum[ %— = [

E‘y25=%-c,05(2-n- ) [

O=2&:-0
Ow27:-0

verticales se ha trazadgt/T) = f(x) en el modo

4 : a B - : ] w
A . . N L

, A B

Marcacion de puntos

-

xc=§l ¥ ao=1

‘.
‘.- - - - ’ Ve
En las siguientes imagenes se muestra como la
funcién de aproximacioms,(t) mejora gracias a la

w2d==signum 1. 4—abs{x—in E

Rad Cpli ]

xcsh 7 wuct1.273%33
M@ inclusion de armonicos superiores. Cuantas mas

Rad Cpli ]

oscilaciones parciales se incluyen en la

representacion, mayor resulta la similitud condailacion rectangular.
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Ew25= % rcos(Zomex) [

= o3
Ow2é=w25x] T o[

= A
Owz7 5,-2r:'uE:ncj+5_]T ol

Oy28=y27(xl-=0— e b [

Ow25= % rcos(Zomex) [

= o3
EwZE=w25(x] T o[

= A
Owz7 5,-2r:'uE:ncj+5_]T ol

Oy28=y27(xl-=0— e b [

Ow25= % rcos(Zomex) [

= o3
Ow2é=w25x] T o[

= A
EwzT 5,-2r:'uE:ncj+5_]T ol

Oy28=y27(xl-=0— e b [

¥ Edit Tipo MemG #

D}'26=y25(xj—ﬁ-(b[

Dy2?=y26(x)+;—n-¢b[

B’y28=y2?(x)—?‘:'—n el
ega-n

il

AN A
VRV

AN N

AR
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WLJWLJZ

b

[ 1# [ 1# I—Ilﬁ |
Fad Celi ol | Fad el @w | |Fed ool W | |Rad el am
|[ % Edit Accién Interactivo
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13.2 Ejemplo 2: Oscilaciéon en diente de sierra 41 C2arsin Znar>s 26, 8 30T
cosimak)  sin(mk)
. _4.[ 2'“'kk _2-1:2-:2
f) =ft+T)=2t/T si —T/I2£ t<T/2 BonSn (1)
b ke
. , . . —2ecoslconstnl 1.l
A causa de la simetria de puntos al origen de emadhas (funcion impar) s4 n

representa esta funcion aproximadamente mediaatseme de senos. Calcul

(integracion) déo, en el menu principal.

f(t)y»s,(t)=

k=1

b, sin(k

,t), donde

b, =-2/k »eosk )=2/k %1)"", es decir,

b,=2/ ,b,=-1/ ,

En la primera imagen se aprecia juntof(§ la “oscilacion basica” de
2/ xsin( ,x)=2/ xin(2 x), del mismo modo que la “oscilacién basic
Para la represemafidmal de la funcién
continua de la derechft) se ha usado la funciomtg( ) (manual de i
instrucciones p. 2-4-6). Para evitar graficos vatés se volvio a trazall ,;/ SA
f(/T)=f(x) en modo Marcacion de puntos. En las siguientes emegy se

de la oscilacion rectangular.

b,=2/(3 ), b, =-1/(2 ),

=2 1T y

b, =2/(5 ), ...

reflejan la “férmula basica” asi como las primetras superposiciones.

También aqui el seno es(x) resulta claramente mas parecido al dientersr e

sierra mediante SUpGI’pOSICIOﬂ

Representado:y31(x) = si(X)

y  Y32(x) = 5(x)

C1a2,3, 4,525k
£1,2,3,4,5%

A 2arsin 2hnar )y A, H, %)

Algeb Estandar Cpli Rad dm

¥ Edit Zoom Andlisis #

=c=—@.5 roo=—1

WIE=EZH R Ctl 20— E

Rad Cplj @l _

Hojal ]Hnja2 |Heoda2 ]Hc\]d 4]k
Ey31=2 . sn(2amx) [

Ey32=w31(x)- 4'5"15 ¥ [—

D:-'33—5-'32(xfl+4 Slné ¥ [—

O 3d= v33fx‘]—— [

Fad Cpli
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W Edit Zoom Andlisis
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Con la segunda superposicion vuelve a mejorar
claramente:

W Edit Zoom Andlisis
(EE [SE] FE o] i [ [

Hojal [HojaZ [Hoja® [Hoid 4 [ #

Hojal [HojaZ [Hoja® [Hoid 4 [ #

Dy31=§.5in(2. Mewd [

I:I:,'32=3,-31(xj—d"—5"1[‘r[—

BvEE=p3zix )+4'L"'g> —

Oyad=yaa(s)- 230, —

Representado:y33(x) = s3(x)

I:I:-,l32=y31(xj—4'—5ir::r[—
|:|y33=5,-32(xj+4'ii'"é>[— o
Y con las tres superposiciones, la curva toma un

aspecto muy similar al diente de sierra.

Bty 34=y33()- 20 1|l

il

O=35:-0
‘L/_/\

=

Representado:y34(x) = s4(X)

o
4
~

Fad Cplj

Fad Cplj
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trigToExp tckisck
_[ eFre 3 3g73 ][£
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.

simplifyickizck
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]
Ow44:0
Ow435:0
Owdé:
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e
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13.3 Ejemplo 3: Oscilacion en diente de sierra
exponencial

f()=f(t+T)=e" para O<t£T.Para elijaelvalorT/3.

Ya que esta funcién apenas muestra simetrit (@n funcion par ni impar),
debe representarse mediante una serie de elentEngenos y de cosenos. La

representacion mediante &erie de Fourier complejaes tedricamente mas
sencilla y habitual en la tecnologia moderna daetdiias.

n

fty»s ()= c.e

k=-n

¥ donde de nuevorige ;=2 /T

y en nuestro ejemplo se usa la férmula

—_—

o, =( IT)d- &7 )11+ | xkoaw, x) = (1/3)- &)/(1+ Rk 13).

El calculo (integracion) del valor comple@ se ha obtenido de nuevo en el

menu de la aplicaciéRrincipal (Menu Principal), donde previamente hay
que borrar la variablé& en el administrador de variables, siempre que ésta
tenga una asignacion procedente de calculos ar@erio

% j —

Sugerencia : € 1 parak entera

El elemento€0=(1— e‘3)/3 constituye la componente directa cuyo dibujo

aparece incluido en la imagen de curva adjuiftaha sido trazado en modo
Marcacion de puntospara evitar graficos verticales.

Ya que la utilizacion de la funcion exponencial pdeja puede conducir a
tiempos de calculo muy largos, se debe reducipeesentacion real dsg(t):

(1) »5,(0) = +2% [o]>sodk ,t4/,) con/, =argle,)
k=1



Entonces se aumenta el

basicas (hasta=5):

En los programas de las carreras de ingenie
sucesiones de imagenes como las aqui mostr
deben sustituir la demostracibn matematica estr
para quef(t) pueda ser aproximada con exactit
mediante un numero suficientemente alto
oscilaciones parciales arbitrariass(t)
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13.4 Ejemplo 4: Sucesién de pulsos estroboscopicos

0
f)=f(Ct+T)= 1
0

si - TI2Et<-T,/2
Si-T;/2Et<T,/2
si T2Et<T/2

T+ es la “duracién de pulsoTt /T es el “comportamiento de pulso®. Para
representacion dé (t) se usa la férmula

f(t) = (1 + signum(cos(2 x) — arccos ( /5)))/2

y se elige el modo punto para la representacioficgrpara evitar graficos
verticales. EjemploT+ /T = 1/5(y

=2 IT).

W Edit Zoom Andlisis
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En la imagen precedente se ha trazado la funciésatida (“sucesion de
pulsos estroboscépicos”) varias veces una sobie ain desplazamiento
menor alrededor de la toleranaa0,02 para poder dibujar la representacion
grafica en modo punto “mas gruesa”.

f(t)»s,(t)=

k=-n

n . .
c e *', donde nuevamente ,=2 /T, y en nuestro

ejemplo ahora se calcula la siguiente formula:

¢, =(T/T)ein(k T, 72)iI(k ,T,/2)
=sin(k T,/T)/(k )=sin(k /5)/(k ), k= 0
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Ejercicios
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Ox1=|cos(Z-m-x]| [ 1]
Ov2=cos(Z-max) [—1 I
3= yl(x);yEExJ [—

7 -n

Owd4:-0
Ow5:=0
Owé&:-0

x*C=A oo=1

WA= (RO A2 E

Rad Cpli ]

teclas CALC)

Los coeficientesc, vuelven a ser reales en este
ejemplo (calculo en el menu de la aplicacién
principal prestando atencion a qog=1/5 debe

ser integrado adicionalmente para evitar
division entre0)

una

Las imagenes siguientes muestran el polinomio de
Fourier comn = 15 y n = 60 oscilaciones parciales
respectivamente: dado que la introduccién de tantos
sumandos supone tanta “labor de tecleado”, se ha
utilizado el simbolo de la suma, que se encuemtra e
el teclado virtual, en el menimth, en CALC
(manual de instrucciones p. 1-6-9, Conjunto de

13.1Se busca el polinomio de Fourigf(t) parala “rectificacion de una via”
f(t)=(cog2 t)+[coq2 t})/2. Obtenga tanto la serie de Fourier real

como la compleja.

13.20btenga la serie de Fourier real y la complegaa la curva trapezoidal

f(t).

u, x/(T/6)

- EZ & - 1/2)1(T/6)

f(t) =

_uo

si - TIBEt<TI/6
si TI6GEt<T/3
si T/I3Et<2T/3
si 2T/I3Et<5T/6
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14 Aplicacion préactica 3
(Espectro de lineas, oscilacion en diente de sisueesion de
pulsos estroboscopicos)

¢, Como se representa graficamente un espectroads l{oomplejo) mediante
el menu de sucesiones numéricas?

14.1 Ejemplo 1: Oscilacion en diente de sierra

El punto de partida es el ejemplo2 (Oscilacion eéenté de sierra) de
la p. 83 con los coeficientes de Fourier reabes=- 2/(k )mos(k )=

=2/(k ) 1),
Las amplitudes y las fases de las oscilacionesigb@sc se representan

graficamente mediante espectros de lineas. Enrouggsmplo, las amplitudes
de las oscilaciones parciales forman la sucesiéméniga:

b|=2/k ), k=12..
Los diferentes signos se expresan mediante losegtte fase:

i1 =, =180, = ®jj , =180, ..jj =904 +codk ))=904e + 1))

Para la representacion grafica de tales sucesitmédassPad 300 ofrece el
Menu-Secuencia(Manual de instrucciones, véase p.6-1-1 y sig.i coya
ayuda se han producido las siguientes imagenes:

[ Edlt Grafico # || ([ Edlt Grafico # | ¢ Edlt Grafico #

Recursiva | Explicita

S e
EbrE= 98 (1+cus(n mll 2122
OcrE-DO Inicio: 1591 128

Fin

- Recurﬂvai Explicita

|| N

3 @, 2122 & EbrE= 913 (1+c.:-s(|-. nl
a.1591 18@ OzrE:-0O
8, 1273

00 o T L T b
0 (R D O
T R R R

-

b

-1

i

—-

4

—
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Las lineas verticales han sido afadidas manualmemdiante el menu
Andlisis, Esbozo (Linea):
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14.2 Ejemplo 2: Oscilacion en diente de sierra
exponencial

El punto de partida es el ejemplo 3 (oscilaciordiemte de sierra exponencial)
de la pagina 84 <con los coeficientes de Fourier plejos

¢, =(1- &)/ (3+ ek ).

Los médulos‘ck‘ y las faseg , de las oscilaciones parciales constituyen

sucesiones numeéricas y son representados grafitanmeediante el menu
Secuenciade la ClassPad 300 conispectros de lineasomplejos. En este
ejemplo las amplitudes de las oscilaciones paxiaenstituyen la serie
numeérica:

o] =l- e2)i3+ ek [=1- e?)ifo+(2k ¥, k=..-2-1 012 ..

Los valores de fase son los argumefjtps= arg(ck) de los valores complejos

C,
jj =arglc, )=arg(- €2)1(3+ @k ))=- arctan(2k /3).

Dado que el men&ecuenciano permite valores negativos para el indice, se
representa el indick (- 5£ k £5) mediantec,E =k =n -6.

W} Edit Zoom Anilisis +
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2 B.B375 -4
5 B.Baa7 -3
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Serie de imagenes superior:
Espectro de amplitudescomo secuencia,E.
Serie de imagenes inferior:

Espectro de fasesomo secuencil.E.

El espectro de lineas complejo se designa tamloiéo ¢CRepresentacion de la
funcion f(t) en el rango espectral”, y el célculo y la représgion desy(t)
como “Transformacion inversa en rango temporal”.

Las siguientes imagenes muestran una vez masukacain de los médulos y
angulos de fase (en grados sexagesimales):

La ventana de entrada para el rango del indicéreepallsando sobre el icono

arriba a la derecha.
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Ejercicios

14.3 Ejemplo 3: Sucesién de pulsos estroboscopicos

El punto de partida es el ejemplo 4 (sucesion deoplestroboscopicos) de la
pagina 85 y sig. con los coeficientes de Fourier alese

¢ =sin(k /5)/(k ), k=..-2-112.. y c,=1/5.

Representacion de esta sucesiéTn)(en elMenu-Secuencia(desplazamiento
del indicek = n - 15):

Durante la tabulacion, apareEgror para el valorc, =0,2000, ya que este
valor no puede obtenerse mediante la secuenciariuanyédebe ser calculado
aparte. Las lineas verticales se afladen de nuevoain@ente mediante el
menu Analisis, Esbozo (Linea).

14.10btenga el espectro de lineas para la curva ajs(t).

u, x/(T/6) si - TI6EL<T/6

(1) = U, si TI6Et<T/3
T - u, & -T72)/(T/6) si T/BEt<2T/3

- U, si 2T/3£t<5T/6

Sugerencia:Utilice el resultado del problema 13.2 (coeficiesntde Fourier).



15 otras aplicaciones en la tecnologia de las
noticias
(Transmision de sefales periodicas, Filtrado)

¢, Como se modela matematicamente y se calculatrafilde paso alto?

15.1 Funcion de transmision compleja

f()=Fxe =Y

Las funciones de transmision describen el compaoetaim entre la tension de
salida y la de entrada en un elemento de transmiisiéal, en el caso en que la
tension de entrada sea una tension alterna deacsdl armonica, que se
representa simbolicamente mediante un fasor complej

Tension de entradd (t) =F e’ . Tension de salidg/(t) =Y »e’ '.

Entonces la funcion compleja de transmision del iecie es
H(j )=y7f(t).

Ejemplo para elemento de paso bajo (.es la frecuencia critica
del filtro)

H(j )=RIR+] L)=1/A+j | ),

donde =R/L.

H(j )=Q/(] CNI(R+LI(] C)=1/QA+] I ),

donde _=1/RC.

C

Con [/ _=Xx, ambas funciones de transmision tienen la fofia + jx),
cuyo modulo y fase son sencillos de graficar catléssPad 300:
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Todos los angulos se muestran en RAin y ymax corresponden
respectivamente a90°y a +90° y yscla15°. Una unidad sobre el eje de las
x corresponde a un intervalo,sobre el eje de las .

Ejemplos para_elementos de paso alto

H(j )=j L(R+j L)=(j / )I@A+j / _),donderige .=R/L.

H(] )=R/(R+1/)] C)=(j / .)/@A+) [/ .),donderige .=1/RC.

Con [/ _=x ambas funciones de transmision

tienen la formgx / (1 + jx), cuyo modulo y fase
son faciles de graficar con la ClassPad300:

Ejemplo para un elemento oscilatorio

(Circuito RCL: véase p 77 en el capitulo 12)

H(j )=@/(j C)/(A/(j C)+j L+R)=1/(1- °*LC+j RC)

Utilizamos las abreviaturas introducidas en la@olude la ecuacion de onda:
H(j )=1/(1- %LC+j LCxR/L)=1/(1- 2/ J+j@ 1 )% | ,),

con2 =R/L, 02 =1/(LC); véase p. 77 en el capitulo 12.



Con [/ ,=x , esta funcibn de transmision tiene la forma
/(- x+j(2 /I ,*x, cuyo médulo y fase son faciles de graficar con la
ClassPad 300.

Como ejemplo numérico para el paso tratado aniegingos:

R=1k ,L=0.5H,asipue2 =R/L = 2-10°sec™. ParaC elegimos los
valores numéricos:

1.C=5F, 2= 04%0°sec?, 2 /| ,=+410>2, (Sobreamortiguacion)
2.C=2 F, J=14%0sec?, 2/ ,=2, (Amortiguacion critica, cf. p. 79)
3.C=05 F, o =4xkPsec?, 2/ ,=1<2, (Subamortiguacién)

4.C=005 F, J=40%0°sec?, 2 / ,=1/4/10<2, (Subamortiguacion, cf. p. 78)

Los modulos y las fases de las correspondier
funciones de transmision son bien represental
como familias de curvas:

93



94

Una buena visualizacion se obtiene con una
representacion en perspectiva de la imagen de la

superficie dez=|H(j )| como funcién de ambas
variables, x= [/ _ e vy=In(2 / ,) (Grafico
3D).

15.2 Transmision de sefales periddicas

Mediante la Serie de Fourier podemos ahora cald¢altension de salidg(t)
de un elemento de transmision lineal, también ecasb de que, aunque la
tension de entradé@) sea periddica, no haya ya tension alterna osdgator

En el caso que la Entonces se fija

tensién de entrada también para la

se puede expresar tension de salida

mediante una serie y(t) una serie de

de Fourier, Fourier.

— ¥ - ¥ _

f(t)= Ck >Q§i 1kt y(t)= dw >Q§j 1kt
k=¥¥¢ k=y¥

Entonces se asigna a cada sumando de la tensgntrdda un sumando de la
tensién de salida con el mismo fasor, cuya amptitudplejad« se relaciona

con la correspondiente amplitud complaja de la tensién de entrada
exactamente igual que la amplitud de salida compYejlo hace con la
amplitud de entrad& de la tensién de entrada oscilatoria armoénica (cf
también p.91):

Apartirde Y =F>H(j ), se deducel, =ci x4 (jk ).

Cuando la relacion entré (t) e y(t) se describe mediante una ecuacién
diferencial, ésta representasalucion en el rango de frecuencias.

La transformacion inversa en el rango temporgbess:

- ¥ . . - ‘
y(t)=  cuexd(jk ;)™ conck =|ck| e’ , H(jk l)=|H(jk 1)|>Q§’ L.

k=¥¥¢

Ck

y(t) » v, () =coxd (jO) +2x¢ [cu[#H (jk ,)>80SK Lt 4/ 4/ ,)
k=1
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Al realizar el trabajo practico con la ClassPad, 3#be usarse esta forma real
de la solucién de aproximacion, ya que el calcwa €asores complejos,

aunque en principio sea posible, en la aplicaciGste tipo de problemas

puede suponer tiempos de calculo extremadamenaslar

Como ejemplo, pardd (j ) elegimos la funcion de transmision (cf. p. 91 y
siguientes)

Del paso bajo H( )=1/1+) [/ )
Correspondientemente, del paso &lt0j )=(j / c)/(1+j I .)-

Para la frecuencia limite elegimos el valor=2xx , es decir, ,/ .=1/2,
asi resulta H(jk ,)=1/(1+ jk/2) (paso bajo)
y correspondientemente H(jk ,)=(jk/2)/(1+ jk /2) (paso alto)

Filtrado de paso bajo de la oscilacion en diente deerra

La tension de entrada se representa mediante tra
senoidal (funcion impar; cf. p.83, capitulo 1%
cuyas amplitudes son

b, =- 2>@0sK )/(k )= 2% 1) /(k )
y tienen los moduld,| =2/(k ).

Representacion como espectro de lineas en el neer
secuencia numeérica, p. 87, cap. 14:

La suma de 5 oscilaciones parciales da la funcgaptoximacions,(t) para

f(t):

Mediante el filtrado de paso bajo, las oscilaciopa<iales son amortiguadas
tanto mas cuanto mas alta sea la frecuencia.

La tension de salida tiene el espectro de linepsesentado abajo (nos
ceflimos aqui a los médul|d§|). En la transformacion inversa, Ibgson

multiplicados por|H (jk l)|, y el angulo de fase dd (jk ,) se suma a las
fases correspondientes.

Sugerencia: arg(1l/(1+ jk/2))=- arg(1l+ jk/2) =- arctan(k/2).

YO » ya(t) = 2% D (K 1+ jk /2)>sin(2k t- arg(1+ jk /2))

k
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s;(t) (Entrada)

La funcion de aproximacioy(t) permite distinguir bien el efecto del filtrado
de paso bajo, el redondeo y el “suavizado” de la®sp Por lo tanto ha
disminuido la aproximacion de la funcion de paso [=(t) .

y:(t) (Salida)

Filtrado de paso bajo de la sucesidn de pulsos esthoscopicos

La tensidon de entrad&(t) se representa mediante una serie de Fourier, cuyos
coeficientes ¢, son todos realesc, =(T,/T)x&in(k T;/2)/(k ,T;/2) ,
cf. p. 86, Capitulol13.

Representacion como espectro de lineas en el memileScia para:
T, /T =1/5.

Como consecuencia, la adicion de la componentetdimon 15 oscilaciones
parciales produce la funcids) (t) :
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La supresion de las oscilaciones parciales con
frecuencias altas conduce al espectro de lineds de
tension de salidg(t). Aqui sélo se representan los

modulos|d, |.

Transformacion inversa como en el ejemplo anterior.

15
y(t) » Vis(t) = 1/5+ 2% sin(k /5)/(k |1+ jk /2))xe0s@k t- arctan(k /2))

k=1

La funcion de aproximaciony,(t) permite

distinguir claramente la “carga” del elemento
transmision durante los impulsos asi como
descarga en la pausa entre los impulsos.

Filtrado de paso alto
de la oscilacion rectangular

La tensiébn de entradaf (t) origina solamente
oscilaciones parciales cuyas frecuenciasn
multiplos imparesle la frecuencia basica, .
s.(t) (Entrada) y:(t) (Salida)

En la representacion elegida aqui (series de FoejeEmplol, p. 82, cap. 13)
se trata de oscilaciones cosenoidales con ampditude
a, =4/(k )ssink /2).

A continuacion se afadt
el espectro de linea:
graficado en el menC
Secuencia para los

médulos [a,| . La suma
de 5 oscilaciones

parciales produce le
funcidn de aproximacion

S, (t):
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Mediante el filtrado de paso alto, las oscilaciopasciales con frecuencias
bajas se amortiguan mas que aquéllas con freciseméa altas. El espectro de
lineas muestra que la oscilacion basica se haovoeds débil.

Transformacion inversa como en los ejemplos amesgio

y(t) » y, (t) =
A sin(k /2)/(k ).(jk /2 /1+ jk /2]) xeos@k t+arg((jk /2)/(1+ jk /2))

La funcion de aproximacion,(t) permite ver que
y(t) reacciona a las ramas ascendentes o
descendentes dé(t) con “picos exponenciales”
dirigidos hacia arriba o hacia abajo
respectivamente. La “curvatura” dg(t) afecta
totalmente ay,(t) y solo puede ser reducida

mediante una cantidad significativamente mayor
de oscilaciones parciales.

S,(t) (Entrada) Yo(t) (Salida)
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16 Sugerencias de soluciones a los problemas
de ampliacion de los capitulos individuales

16.1 Capitulo 1

S 1.1.a),b)y S 1.2.a), bPreste atencion a la utilizacion de mascaras de
entrada2D en el teclado virtual en el men®D([ZL_] ): por ejemplo
a la especificacion de mascaras matriciales.

La indexacion de las variablggambién tiene lugar usando el teclado virtual:
abra y escojavIAT .

La ordenrref(...) puede ser aplicada sobre la matriz seleccionadizante el
menulnteractivo.

En los problemas 1.2.a) y b) se ha usado, ademasascara de entra@®
para sistemas de ecuaciones lineales, donde eld&letuaciones e incognitas
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ha de coincidir (por ejemplo mediante adjuncioredeaciones ficticia@ = 0y
0 = 0. El resultado aqui se guardé en la Ligta, y, tras la parametrizacion
S X3 ¥yt x,, fue invocado elemento a elemento, por ejemplo

list[1]: x1=s + t -] etc.

S 1.3.a)El determinante
de coeficientes da le
sugerencia  sobre ¢

solucion Gnicgt|® 1.

b) En el casa = 1 no

hay ninguna solucién. Se
puede borrart en el

Administrador de
variables.

c) En el casd = -1 hay
una solucién
indeterminada.z podria
parametrizarse.

En el casot 1 1 la
solucion con la orden
rref(...) da una solucion
Unica y, en el casb= 1
una ‘matriz resultado’
contradictoria (Sisteme
Incompatible

La solucién ambigua er

el casot = -1 jno se
distingue en la tercer¢
imagen!

S 1.4Visualizacion de los resultados en el mémiincipal. Primero se analiza
el determinante de coeficientes:
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Se distingue: solucidon Unica para= 4i (s, cualquier complejo) y ninguna
solucién para determinante de coeficiented es decirs =4 / (t-4i ) (en la
orden rref(...) aparece como 32 lindga 0 0 1).

A continuacién, desde elAdministrador de
variables, se borra la entrada pasay en la orden
rref(...) se calcula la solucidon Unica existente
(dependiente dsy det) en el caso determinante de
coeficientest 0, es decirs?® 4i/ (t — 4i). La
representacion pam es por ello un término de la
formula largo y dificil de simplificar. Por eso, la
solucion se obtiene de nuevo mediante la regla de
Cramer y es simplificada mediante las oOrdenes
adecuadas como se ve a la izquierda.

S. 1.5:Visualizacion de los resultados en el mé&miincipal. Se presentan dos
vias de solucion:

S.1.6:Visualizacion de losesultados en el merRrincipal arriba a la derecha.
El resultadaref(...) se desarrolla posteriormente.



S1.7:Visualizacion de los
resultados en el men
principal. En el caso
det(...) = O no hay
soluciones.

16.2 Capitulo 2

S 2.1 Visualizacién de los resultados en el menu
principal arriba a la derecha: a) 248,2@tados
sexagesimalésb) — 0,62 (radianes)

S 2.2-4:Visualizacién de

los resultados en el menu
Principal. Los vectores

columna en el problema
2.2 se introducen aqui
como vectores fila para
poder visualizar mas
problemas en la ventana
de visualizacion.

La solucion optima del problema 2.4 b) se obtie

mediante una diferenciacion por casos de
cuadrantes individuales.

16.3 Capitulo 3

S 3.1 Visualizacion de los resultados en el me
Principal. Los vectores librea y b son idénticos.
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Los cosenos direccionales son las coordenadas del
vector unitarioa, , o sea, el producto escalar del

vector unitarioa, , y el respectivo vector unitario de

una direccién de eje de coordenadas. Mediante la
funcion arccos se obtienen los angulos

correspondientes. Los angulos con el plano de
coordenadas se obtienen mediante el vector

normalizadoa y su proyeccion normalizada en el
respectivo plano de coordenadas. Debe preajustarse
Grados Sexagesimales como modo angular.

S3.2-6: Visualizacion de los resultados en el mdpiincipal. El problema
3.4.b) se desarrolla andlogamente a 3.4.a)



1.3.7: Esbozo béasico en el me@eometrig visualizacion de los resultados en

el mendPrincipal.

16.4 Capitulo 7

R 7.1: Visualizacion de
los resultados en el men
Principal con Ventana
Grafica. ElI rango de
valores se mantiene pa
debajo deymax = — 23,31
y por encima deymin =

— 0,69. La abscisa del
punto de inflexion es el
cero de la 22 derivada.

Para el problema 7.1: Célculo de un punto
inflexion en el mendPrincipal.
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16.5 Capitulo 8

S 8.1:Visualizacion de los graficos en el me3ih: superficie de una caja de
huevos grande camax = 2,598

16.6 Capitulo 10

S 10.1-3Visualizacién
de los resultados en el
menuPrincipal y en el
menuSecuencia:
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16.7 Capitulo 12

S 12.1-2:Visualizacion de los resultados en el me@miincipal mediante la
utilizacion de la ordedSolve(...):

Se ven dos vias de solucién al problema 12.1: emdgen de la derecha se
determina la solucién principal y después se valtaia condiciones iniciales.

A continuacion se soluciona inmediatamente el @mlal del valor inicial, con

la orden condicionadaSolve(EDift,x,A,B,A,C)|D.

Para el problema 12.2 estéa disponible la soluc@mrbblema del valor inicial
con la orderdSolve(EDift,x,A,B,A,C). Sin embargoja orden condicionada
dSolve(EDift,x,A,B,A,C)|D lleva entonces a un desbordamiento de memoria
intermedia (buffer overflow). Por ello debe simigkfrse en parte a mano el
resultado obtenido anteriormente:

En la imagen de la izquierda se almacenx @h resultado, que se halla en
formato lista. A continuacion se substituye, y se factoriza con

factorOut(...).Los términos que se encuentran bajo la Fa% Z 4+ 2)+4 z

se simplifican a mano hasta4 °. Para las siguientes transformaciones se
alterna deModo-Real a Modo-Cplj. Igualmente, el término de la raiz
simplificado se ha reescrito a mano coma Finalmente se ha simplificado

cosH t)- sinh( t) ae *.
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S 12.3-4:Visualizacion de los resultados en el md®rincipal mediante la
ordendSolve(...) (j Modo Cplj 1):

16.8 Capitulo 13

S 13.1 — 2Visualizacion de los resultados en el mé&hriincipal y en el menu
Graficos&T... :



En la imagen grande (arriba) se observa la tramsfoion de la serie de

Fourier compleja a la forma real.

En la imagen de Ila
izquierda se describen
formalmente, como
componentes de un vector,
las tres integrales parciales
para el calculo d8&(n). La

suma (con factod) tiene

lugar a travées de un
producto escalar. En la
tercera imagen (arriba)
sin(n ) se substituye a
mano porsin(0 ). Tras la

definicion de los
coeficientes de Fourier, se
define el polinomio de Fouri&(n,x)y se grafica para = 12

Para la representacion compleja debe integrarse paperiodo T completo.
Las cuatro integrales parciales necesarias se laalcde nuevo como
componentes de un vector simbdlico, y después searsumediante un
producto escalar formal. Tras la simplificaci8implify(trigToExp(l))
términose ™ y €™ se fijan a mano g-1)" y 1 respectivamente La
definicion deC(n) se simplifica nuevamente a mano mediante faetwion

de eni/3 y e ni/3'y’
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después, factorizacion dé-(-1)"). Los 12 primeros coeficientes de Fourier
C(k) y C(-k) asi como el polinomio de Fouri§rson:

Indicacion:
tiempos de calculo
parcialmente largos.

16.9 Capitulo 14

S 14.1: Primero se
simplifica el coeficiente
complejo de Fourier en
el menu Principal y
después se evalua en el
menuSecuencias.

A mano:
cos(h+1) )=¢1)",

sin((n+1) )=
sin((n+1)0)=0.
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