ClassPad 330

o]

aniversario

1990-2010

Division didactica
CASIO - FLAMAGAS

FLAMAGAS

Division didactica

w.aulaCASIO.com







Gilbert Greefrath, Udo Muhlenfeld

Ejercicios de la vida real
para resolver con la ClassPad 330



Titulo de la obra original:

REALITATSBEZOGENE AUFGABEN FUR DIE SEKUNDARSTUFE I
Mit Ausarbeitungen fur den ClassPad 300 PLUS

Entwickelt im Rahmen des Modellversuchs

SINUS- Transfer NRW

Autores:
Gilbert Greefrath, Udo Mihlenfeld

Edicion original en la lengua alemana publicada por
Bildungsverlag EINS

Traducido por:
Elvira Sistac Aznarez
elvira.sistac@gmail.com

Adaptacion de la version espafiola:
Daniel Vila Martinez
dvilal23@xtec.cat

© Division Didéactica Casio, 2011
divisiondidactica@flamagas.com
Flamagas S.A.

Carrer de la Metal-largia, 38-42
08038 Barcelona



Indice

INEFOAUCCION .t e e e 5
1 EjJercicios de ANALISIS ........oooeeiiiiiiieecceeee e 11
1.1. Download (Gilbert Greefrath) ...............uieecamiiiiiiii e 11
1.2.  Paso a nivel (UINCh DIoSte) ......ccoooiiiceeeee et 15
1.3. Epidemia de gripe (Antonius Warmeling) .......cccceeeeeeiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeee 18.
1.4. Replanificacion del centro de Berlin (Christel Wiebtichael Mausbach) ........... 21
1.5. Tuberias de alcantarillado con forma ovoide (UddMiifeld)...............ccevveeeee. 25
1.6. Salto de esqui (Udo Mihlenfeld)...........oocccccereeeee e, 29
1.7. El puente sobre el GroRen Belt (Udo Mihlenfeld)............cuvveeeiveiiiiieeeeennnnnnnnn. 31
1.8. Criadero de truchas (Antonius Warmeling) ... e« «eeeeeeeeerecsunenrnnnnnnneeeeeeneens 34.
1.9. Crecimiento de plantas (UIrich DroSte) ..........eeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiies 38
1.10. Pieza de hormigdn (UIrCh DroSte)........uuuevveeeiiiiiiiieeeiiiiiie e e eeiieee e e 42
1.11. Examenes de pulmaén (Willi Weyers/Bernd Gohlsdorf)...........ccocecvvvvveeeeninnen. 46
1.12. Medusas voraces (Udo MUhlenfeld)...........oo oo 50
1.13. Bunker de hormigdn (Martin Zapf) ........ccuvieeeeceeeieiiiiie e 54
2 Ejercicios de AlIgebra liNEal..............ccoiveeeeeeurieie e cs e 58
2.1. Aproximacion de aterrizaje (Martin Zapf).....cccceccveeieeiiiiiiiinee e 58
2.2. Trayectorias de vuelo (Udo Muhlenfeld)........cccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeee 61
2.3. Torre de control y pista de aterrizaje (Ulrich OB)S.............cooeveevcvnvvnvinninnnnnn. 4.6
2.4, AVIONES (UINCh DrOSte) ...ccceiie i ee e e e e 67
2.5. Plano de una casa (Gilbert Greefrath)...... . cooeeiiiiiiereeeeee e 69
3 EjJercicios de ESIOCASHICA. .......uuuiiiiiiiiiccm e 4.
3.1. Control de viajeros sin billete (Udo Mihlenfeld).............ccccovveeveeiiiiiiiennennnn, 4.7
3.2. Tipos de bebidas (UIFich DroSte)........ccuvevveeiiiiiiiciiiiiiiiieieer e e eeeeaes 78
3.3.  Elecciones (Torsten FritZIar) ...........euiicccccceieeiiiiiiiiiiiiieieeer e e e e e e e e e s seeeienes 81
3.4. Huevos sorpresa (Udo MUhlenfeld)...........commmmeeeeeeeieeieeeeeeeiee s seesciiiieees 85






Introduccioén

Este libro es una recopilacién de ejercicios regles se pueden resolver con un Sis-
tema de Algebra Computacional (CAS). El sistema @#ilzado es el de la calcula-
dora CASIO ClassPad 330. Para solucionar probleglasionados con el uso de la
calculadora se puede consultar el manual de la aikps ejercicios se pueden resol-
ver también con otros sistemas CAS, sin embargdoaos los CAS son adecuados
para resolver de forma idonea todas las tareasptanteadas. Para algunos ejercicios
aqui expuestos no se necesita el uso de un CAS.

El objetivo de este libro es acercar al aula ejeysimas reales para resolver con el
apoyo del CAS. Dado que la mayoria de los ejersid® este libro son ejemplos de
examen, estan formulados de forma mas restricivéo checesario en la ensefianza.
En clase, los problemas pueden ser modificados,gdaejemplo, sélo los datos del

ejercicio a los estudiantes.

La realizacion de los ejercicios con un CAS requige dos procesos de traduccion.
En primer lugar, debe entenderse el texto deliejerg traducirlo al idioma matema-
tico. El equipo CAS, sin embargo, sélo puede @iz si las expresiones matematicas
han sido traducidas al lenguaje de la calculadooa. resultados de la calculadora
deben entonces ser transformados de nuevo aladioaematico. Por ultimo, el pro-
blema real se podra resolver cuando los resultadtematicos se refieran a esta si-
tuacion real.
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En concreto, podemos tomar como ejemplo, los ejescde Download (ver pag. 11).
Tras enunciar una funcion polinomica, se plantesidaiente tarea para la transferen-
cia de datos:

Examinar en qué instante es la tasa de transfesefvalocidad de descarga) mayor.

En el ejercicio se refiere como tasa de transfémeada velocidad de descarga. El
proceso de traduccién del ejercicio al lenguajeematico comienza de forma que la
tasa de transmision se describe como una ecuagciéata parte del ejercicio. La ma-
yor tasa de transferencia del ejercicio correspahdalor maximo de la funcion en el

intervalo correspondiente. Este problema matemd&aebe formular aun para el
CAS. Aqui deben decidir los estudiantes como serahita el maximo. Esto se puede
realizar en el Menu de Graficos numéricamente a bie el Menu Principal con la

ayuda de la Derivada. Elegimos el segundo modo agjemplo. De esta forma de-
bemos definir la funcién en el CAS y entonces aeitgairlos con los comandos ade-
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6 | Introduccién

cuados de la Derivada y procesarla. En el ClasdRathger (emulador de la Class-
Pad) se puede ver, por ejemplo, lo siguiente:

[ % Edit Accidn Interactivo

S O ] e P
]
—4,841686234e-5- » V43, 9725476226 -3 » P -0, BITTEZITTIO » 240, ATICHITIZIZ- x+17. 91637613

501VE[§%(91(I))=B!1]

{x=0,4222166925, x=23, 19426429, x=27, 90955259}
z
il—tyicxbj|x=a.4322166925
dx2
-0, 1652144842
z
51—Ey1cx>)|x=23.19485429
dx2
A, BE4BETIISAZ
z
51—Ey1cx>)|x=3?.99955259
dx2
-@. 186261 2685

wl(@. 43221669250

17.93212378
w137, IE9S52590

11.89369684
[n]

Los valores numéricos deben aparecer como solunitematica y, finalmente en
forma de una solucién, adaptada al ejercicio.

Debido a que este doble proceso de traducciorfied dara los estudiantes, es impor-
tante ser consciente de estos dos procesos yrémdacan la ayuda de los ejercicios.
Es por tanto de utilidad, tratar estos procesasatiiccion en el aula como parte del
temario.

# $% r
& %("
) "
Ejercielo latematieas  CAS
[ & #S%
- "t
” ( ) #$ %
L "

Los ejercicios se pueden ver y organizar desdattistpuntos de vista. Por un lado,
estan las competencias matematicas relacionaddss<aoontenidos, como las habili-
dades en las areas de andlisis, algebra lineabyéssica. Estas, a su vez, se pueden
dividir también en subsecciones.

Por otro lado, estan las competencias matematieasrgies como la resolucién de
problemas, la modelizacion, la argumentacion, lawdcacion, el uso de representa-
ciones matematicas y el manejo de elementos matem&imbolicos, formales y
técnicos (capitulo 1, pag. 7). Estas, separaddssetampos de argumentacion, reso-
lucion de problemas, modelizacién y herramientasestan asentadas en el curriculo
bésico de educacion secundaria en Nordhein-Westfdchpitulo 2, pag. 12). Me-
diante el mantenimiento de estas areas se ha alésdw; como parte del proyecto
SINUS-Transfer en Nordhein-Westfalen, una listacdmpetencias para la educacion



secundaria superior. Estas competencias para ta€&da secundaria superior se deta-
llan en la siguiente tabla (capitulo 3, pag. 4@guisntes):

Competencia

Descripcion

Resolucién de problemas

Enunciar el problema, @tant resolver
(Explorar, resolver, reflexionar)

Modelizacién

Crear y utilizar modelos
(Estructurar, matematizar, validar, aplicar)

Argumentacion

Argumentacion y comunicacion
(Verbalizar, evaluar, justificar)

Construccion de conceptos

Construccion y conexéboothceptos
(Estructurar, conectar, reflejar, mostrar)

Herramientas

Medios y herramientas utilizadas
(Ej. Férmulas, hojas de célculo, software de geom
ja dinamica y CAS)

(Explorar, calcular, mostrar)

et

Todos los ejercicios de este libro estan pensadas gl uso de un CAS. De esta for-
ma, no se indica explicitamente en cada ejercicis@ del CAS, sino que es la base
de todo el libro. En la mayoria de los ejerciciegpaeden ver muchos aspectos desde
el punto de vista de los procesos. En la siguittila se ha elegido un enfoque para

cada tarea.

En los ejercicios de analisis, ademas de lo referanenfoque, se afiade la clase de
funcion, para facilitar la eleccién del ejercicabeauado.

Ejercicios sobre Analisis

Ejercicio Tipo de fun- | Enfoque del con- | Enfoque del Numero de
cion tenido proceso ejercicio
Download Funciones | Célculo de la Interpretar, Va- | 1.1
polinébmicas | integral lidar
Paso a nivel Funciones | Determinacion de| Matematizar 1.2
polinbmicas | la funcion
Epidemia de | Funciones Examen de la Interpretar 1.3
Gripe polinébmicas | funcion
Replanifica- | Funciones Determinacion de| Matematizar 1.4
cion del cen-| polindmicas | la funcién
tro de Berlin
Tuberias del | Parabolas, Longitud del arco| Justificar 1.5
alcantarillado| Funciones problema del
con forma irracionales | valor extremo
ovoide
Salto de es- | Parabolas, Determinacion de| Validar 1.6
qui Funciones la funcién, longi-
irracionales | tud del arco
Puente sobre Parabolas, Determinacion de| Matematizar 1.7
el Gro en Funciones la funcion
Belt exponencia-
les
Criadero de | Funciones Término de cam- | Matematizar, 1.8
truchas polinémicas, | bio, Término de | Validar
Funciones integral
exponencia-
les

Introduccion| 7



8 | Introduccion

Ejercicio Tipo de fun- | Enfoque del con- | Enfoque del Numero de
cion tenido proceso ejercicio
Crecimiento | Funciones Término del cam-| Matematizar, 1.9
de plantas polinébmicas, | bio Justificar
Funciones
exponencia-
les
Piezas de Funciones Determinacion de| Evaluar 1.10
hormigon polinémicas, | la funcién, Calcu-
Funciones lo integral
exponencia-
les, Funcio-
nes hiperbo-
licas
Examenes de Funciones Anadlisis funcio- | Validar 1.11
pulmon exponencia- | nal, definicion de
les, Funcio- | la funcion
nes raciona-
les
Medusas Funciones Definicién de la | Matematizar, 1.12
voraces exponencia- | funcién, concepto| Validar
les del cambio
Bunker de Funciones Determinacion de| Matematizar 1.13
hormigdn polinébmicas | la funcién, calcu-
lo de la integral
Ejercicios sobre Algebra Lineal
Ejercicio Enfoque del contenido | Enfoque del| Numero de
proceso ejercicio
Aproximacion de aterri; Coordenadas Polares, Valorar 2.1
zaje Rectas
Trayectorias de vuelo Coordenadas Polares, | Herramientag 2.2
Rectas
Torre de control y pistaRectas, Distancia Herramientas 2.3
de aterrizaje
Aviones Rectas Justificar 2.4

Plano de una casa

Planos, Rectas

Matematizar 2.5

Ejercicios sobre Estocéastica

Ejercicio Enfoque del contenido | Enfoque del pro- | Numero de
ceso ejercicio
Control de viaje4{ Diagramas de arbol, Dis-| Matematizar, 3.1
ros sin billete tribucion binomial, Fun- | Justificar
ciones polindbmicas
Tipos de bebidas Distribucion binomial, | Matematizar, 3.2
Matrices estocasticas Interpretar
Elecciones Regresion lineal, CalculpMatematizar 3.3
de probabilidad de error
Huevos sorpresa Probabilidad, DistribuciOMatematizar, 3.4

binomial, Combinatoria,
Test de hipdétesis en un
sentido

Evaluar




Los problemas de este libro se basan en una pcaidlicdesarrollada en el estado de
Nordrhein-Westfalen para la preparacion de la seldad. En esta publicacion se
detallan y analizan el significado de los conceptm® cada una de las dreas comunes
requeridas (Fuente: www.learn-line.nrw.de/angebobigir)

Requisitos |

Comando Explicacion

Indicar, de- Objetos, hechos, conceptos, datos sin detallesp@nau los argumentos s

nominar exponer la resolucién

Calcular El resultado mediante célculos

Describir Estructuras, hechos o procesos en sysgsrpalabras, teniendo en cuenta
el lenguaje técnico (aqui puede haber restricciogie®escribir con pala
bras clave,...)

Redactar, Hechos, relaciones, métodos de forma mas claraeptacion técnicame

exponer te adecuada o de manera especifica

Esquematizar| Exponer las caracteristicas prin@pdke los hechos o de los grafig

(también es posible el dibujo a mano alzada)

Dibujar, hacer|

Realizar gréficos suficientemente exactos de r@dodt u objetos terming

¥

as

AS

(2]

graficos dos.
Requisitos

Comando Explicacion

Justificar Hechos derivados de las normas, ejetamiones causales (aqui se usan
normas y relaciones matematicas)

Describir Estructuras, hechos, procesos, mediantenguaje técnico apropiado (aqui
puede haber restricciones, ej. describir con patablave)

Especificar, | Correlaciones, ej. encontrar soluciones y formtgaultados (se puede lim

comprobar | tar la eleccion del método)

Decidirse Por una alternativa claramente, y basatekision en una posibilidad co
creta

Explicar Los hechos con ayuda de un conocimientopeensible y ordenar las corr
laciones

Derivar La formacion o procedencia de los datosodauldescritos o interpretar |
ecuaciones a partir de otros datos

Interpretar Las relaciones, ej. soluciones basadadanteamientos dados

Investigar, Datos, problemas, planteamientos a determinarjciesomos habituales, e|.

comprobar | Editar criterios significativos

Igualar, Determinar similitudes, diferencias y puntos en Gom

contrastar

Dibuijar, Representar graficos suficientemente exactos detasbcomplejos o datg

Representar | resueltos

graficamente

Mostrar, Comprobar afirmaciones o hechos obtenidos a mhetieglas validas, calcy

Verificar los, derivaciones o fundamentos légicos.

Introduccion| 9
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Requisitos 111
Comando Explicacién
Fundamentar Hechos complejos mediante leyes, &nebrelaciones causales (aqui
utilizan relaciones y leyes matematicas)
Especificar, | Correlaciones complejas, €j. encontrar la solugiformular el resultado (s
comprobar | puede limitar la eleccion del método)
Valorar Formular y fundamentar (justificar) el ud® determinados métodos pard
obtencién de hechos concretos
Demostrar, | Probar matematicamente usando teoremas conociegigsriogicas y d¢
rebatir equivalencia o posiblemente contraejemplos
Interpretar Relaciones complejas, ej. obtener t@dos basados en planteamientos
dados
Contrastar Determinar similitudes, diferencias ytps en comin en relaciones com-
plejas
Verificar Confirmar afirmaciones variadas o heclkosplejos usando reglas, calgu-
los, deducciones o fundamentos légicos.
Bibliografia:

[1] Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Migtte Schulabschluss, Wol-
ters Kluwer, Minchen 2004

[2] Kernlehrplan fir die Gesamtschule — Sekundarstufe Nordrhein-Westfalen,
Mathematik, Ritterbach, Frechen 2004

[3] Landesinstitut fir Schule / Qualitatsagentur: SINU&nsfer NRW, Berichte aus
dem Modellversuch, Klett, Stuttgart 2006



Ejercicios de Analisi§ 11

Gilbert Greefrath

Se descargan unos datos de internet a un orderad®8 segundos. Las siguientes
figuras corresponden a diferentes instantes dedeatiga (ver figuras 1, 2 y tabla).

22% von 1110684B098578_Einfiihrung Expo... [ )[E1/[X] 60% von 1106848098578_Einfiihrung Expo... (2 (/%)

® £ ® &

Speichern: Speichern:
... Exponentialfunktionen.doc von db.learnline. de ... Expanentialfunkkionen.doc von db.learnline. de
[CCTTTITICT | (OO T T T T T LT LT ]
Tiempo estimado: 18 Sek. (92,0 KB de 427 KB copiados } Tiempo estimado: 18 Sek. (253 KB_de 427 KB copiados )
Descargar en: ...\F1106848098578_Einfilhrung Exponentialfunkkion Descargar en: ...\f1106848098578_Einfihrung Exponentialfunkkion
Velocidad de transferencia: 17,6 KBjSek. Velocidad de transferencia: 3,62 KB/ek,
[IDialogfeld nach Beendigung des Downloads schlieber: [CJDialogreld nach Beendigung des Downloads schliebers
Abbrechen | Offrnen C iffrie Abbrechen

Figura 1: Descarga después de 5,3s. Figura 2: Descarga después de 18,4 s.

Tiempo en segundos 0 53 | 10,9| 18,4 32,1 38

Velocidad de transferencia en KB/s. | 17,6 | 17,6| 11,2 9,62 9,6 11)2

a)

b)

c)

d)

f)

9)

Decida como se ha comportado probablemente laideldcle transferencia entre
los 0y los 5,3 segundos.

Determine la duracion estimada después de 5,3 degundespués de 18,4 se-
gundos. Razone su respuesta.

Determine una funcion polinémica de 4° grado quszidlea las medidas aproxi-
madas. Use esta funcién para los siguientes apartad

Averigle en qué instante la velocidad de transteaefvelocidad de descarga) es
mayor, asi mismo averigiie cuando es mayor la vanate la misma.

Evaluar la calidad de la funcion con la ayuda dedies imagenes. ¢ En qué rango
puede ser distinta la actual velocidad de transtéae

Determine en qué momento se han almacenado edexiawor los primeros 100
Kb.

Determine la velocidad real de transferencia pramnddrante los 38 segundos.
Comparelo con el valor obtenido con su funcién dgrddo.
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EHH! EJIL_M Av[ vl l

17. 655, 3 -
93, 28
92,85, 3
17. 35849857
O

Algeb Estiéndar Real Rad qm]

| W Edit Accidn Interactivo

Y 1 ] e | l

4Z7-92 -
335

JIC T I
19.83489891
427-2332
174
174/9.62
18.887321889
u]

Algeb Estiéndar Real Rad qm]

[« Edit Cilc. ConfiGraf

Gl LD

li=tl listz list3 -
[£] 17.6
5.3 17.6
18.9 11.2
18.4] 9.862
3.1 Q62
a8 11.2
|

s Tl1=

Fad Autoc Estiandar [i]

Resolucion:
Apartado a)

En los instantes 0 y 5,3 segundos la velocidadatesferencia es de 17,6 Kb/s. Si la
velocidad fuese tan alta durante todo el tiempaleseargarian mas cantidad de datos.
La velocidad de descarga media durante este peded@&mpo es de 17,4 Kb/s. Se

puede pensar, que durante los 0 y los 5,3 seguladeslocidad de descarga era me-
nor.

Apartado b)

Después de 5,3 segundos quedan todavia 335 Kbepoargar. A una velocidad de
17,6 Kb/s se tardaria aun 19 segundos, tardantiiar?4,3 segundos.

Después de 18,4 segundos faltan ain 174 Kb poadgsc A una velocidad de 9,62
Kb se tardaria aun otros 18,1 segundos, tardantiia#r86,5 segundos.

Apartado c)

La funcién se puede modelizar de diferentes manéi@s se desarrolla una funciéon
polinbmica de 4° grado desde el menu de Estadistara la ayuda de los valores
aproximados. La modelizacién con la ayuda de uerseg de ecuaciones es mas difi-
cil, ya que hay demasiados valores relacionadodaparametros impidiendo una
determinacion univoca para la funcién de 4° grado.



Definir calculo
E Regr. cuarto Drden

Listais:

Calc. estadistico

Regr. cuarto orden
o w=3=xdtb-xI+tc x@+d-xte

W Foom Andlisis Calc. # IZII

=— - | i l e
2 megrts t L Listat: _ |
c ==, BET 103 N
d =0, 736035 Frec.: 1L =
e, =17, 216375 Copiar férmula: [21 =]
e ;3333%2% Copia residual:  [OFf -]}
>

[ [

Fad Autoc Estindar [i] Fad Autoc Estiandar [i]

Apartado d)

La funcion del apartado c) se almacend en el Men@rfico como y1. Este apartado
se puede resolver ahora de forma algebraica o meanéqui se presenta la solucién
algebraica.

Se define la funcién y sus dos primeras derivaBHasel siguiente paso se hallan las
raices de la primera derivada. Con ayuda de lansiegderivada se comprueban los
maximos relativos. Para eso basta con mirar lacgraf

Como la segunda derivada en 0,43s es negativas@&stata de un punto maximo. Lo
mismo aplica para el instante de 37,9, la velociladescarga es también la maxima
en este punto. El maximo absoluto se encuentrgd@s.0

Para el cambio de la velocidad de descarga se prededer por analogia. De esta
forma se obtienen los siguientes calculos:

Como la segunda derivada del punto 31,4 es cettercera derivada es negativa, por
lo que el cambio de velocidad de descarga es méaaineste punto. Esto se comprue-
ba también en la grafica.

|[ ¥ Edit Accién Interactivo iZ]| | ¥ Edit Accisn Interactivo i]|( % Edit Accién Interactivo i¥

dane
Define flixi=diff(fixi,x,12
dane |
Define f20xi=diff(fixl.x, 22
dane
solve(flixi=@,x2
{x=8. 4322166925, x=23. 19+
0

Define fOxi=—4.241606234 F[5

daone
Define F1oxr=diffCfoel,x, 12

Diefine f20xi=diff(fixl,z,22
daone

solve(flixi=E,x2
{x=8. 4322166925, x=23. 19+
f20xd | x=8, 4322166925

-H,1652144842
f2lxh | x=23. 194286429

B Be428TIISEZ
f20xd | x=37. 98935259

—-d. 1862801 2685
0

Define fOxi=—4.041606224 [

dane ||

Define flx)=—4,041606234 ¥
dane
Define floxir=diff(fixi,x, 12
done ||
Define f2Cxi=diff (fixl,x, 20
dane
Define fa3Cxlr=diff(fixi,x, 30
dane
solve(f20xi=@,x2
{x=9.6106A3553, x=31. 412
f3lxd |x=9.561A583553
B.B1Z2867T1927
f3lxr [x=31.413815883
-A. 81266771927
[u]

Alaeb Decimal FHeal Rad g

Algeb [ecimal FReal Fad gn]

Algeb Decimal Feal Rad g

Apartado e)

Con la ayuda de la funcion obtenida se compruebarnvdlores indicados. De esta
forma se calculan la velocidad de transferencia gdntidad de datos copiados en
estos instantes. Concuerdan razonablemente biewoibaidencia para el segundo
instante es aun mejor que para el primero. Sélcoicide con el valor dado, la can-
tidad total de datos. El valor calculado a pastitalfuncion es demasiado alto.

Ejercicios de Analisig
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14 | Ejercicios de Anélisis

| W Edit Accidn Interactivo | W Edit Accidn Interactivo: |  Edit Accidn Interactivo
Define flx)=—4.341636234 H
5.2 done wr Flacddx
16, 39683787 a
. 92, 38152413
J* Fo1S.40
a2, 38132413 Fleadx 5. TT4943967
) ] 15.4
n -
92, 32132413
> = [reis.e | rooax
8. 774943967 a
|n a0, Ilé?lxl.vlzlt Ll | N | PP 253, 4168949
] HO a5
LG Eu“4 e | foona
lm0 | 25 i o J\f(x}dx
q | o |1 2120+ 253, 4168849 @
Tl ke ansll |lo ) 1 433. 3616985 |||
=N | OFC | VHR Ejec ~| o -
Alasb D[ecimal FReal Rad dm Alasb [ecimal Real Rad g Alasb Decirnal Real Rad gl
Apartado f)

La integral se calcula hasta el instantea expresion resultante se iguala a la cantidad

de datos necesarios (100) y se despdjdtldebe ser la variable). El ejemplo muestra
gue el valor de la integral es correcto.

| W Edit Accidn Interactivo

S e o] e e e . i ®Salve

— CResolver numéricaments
Define flxi=—4,241626234 H— Ecuacidn: @l
. done varisble: £ ||
ff Cxadx
5]
-0, BREERGSEAIT £ +6, BEE
solve(—9. 63372468 -6 £

i
114, t=5. 762411253, t=61. 5+ [rnth [abe |cat | 20

3. 763411253

f [m[gfifn]c[a],|*[afs|z|z ]|
; flxads E .I.I. " EIE] T?
168 d|lff I S|Ee||=|+

O 1 nFr 213+
=aly |d51y . |E||an=
- TRIG | & ] orc | vAR JEiec

Algeb Decimal FReal Rad gn] Algeb Decimal HReal Rad gm

Apartado g)

[ Edit_Accién Interactive Comparando la velocidad media de transferencianaatecon la funcion o con los
il [Ealtudel] [¢]| datos, se obtiene una velocidad de transferergeg@ainente superior usando la fun-

Define flxi=—4.841626234¢+(4 | CION.
dane

Jet=]

el

z5 fixadz
a

11.484253522
4274538

11.23684211
n]

Algeb Decimal FReal Rad gn]
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Ulrich Droste

Se esta planificando el redisefio de un cruce deteaas con las vias del tren. Se fija
un sistema de coordenadas, donde el paso a nietlpesito B(0|0). [1 unidad = 100
m].

a) La carretera viene desde la izquierda directamahfnto B. La ecuacién co-
rrespondiente es la siguiente . Después de un tramo a cerrar, sigue la
carretera desde el punto P(2|-2) hacia la deresnanda parabola

. Dibuje en un sistema de coordenadas los tramoardetera existentes.

b) Escriba una funcion polinémica de menor grado pesib para el tramo entre B
y P, de forma que la carretera (curva suave) diaquor las rutas predetermina-
das. Razone el grado de la funcion.

c) Demuestre que la funcion no tiene extremos. (Si no ha obtenidp calculelo
con - - )

d) Las vias del tren vienen desde la izquierda dineetde hasta el cruce y cruzan
perpendicularmente con la carretera. Después de'‘lmtieco’ a cerrar, siguen
desde el punto Q(4|2) paralelas al eje X. Dibugevias del tren existentes en el
sistema de coordenadas del apartado a).

e) Eltrozo de via necesario para cubrir el ‘huecdiedser suave y sin angulos en B
y en Q, donde se junta con la recta mencionadaigbi@ la funcién polindbmica
de menor grado posible. Razénelo.

f) Los puntos B y Q son puntos de inflexion de la fonc . Determine el tercer
punto de inflexién de la grafica de esta funci@i.no ha encontrado , calcule-

lo con: — — - - ).
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| ~ Edit Accidn Interactivo (xi

it [T fdelAA] [

Define flix)=aa"3+ba"2+ca+d
done

fliar=a

fle2a=-2
diffeflexaxy1,80=-2
dif fiflCadamyl,20=-2

{a=-8.5,b=1,5,c==2,d=@}
[u]

Alaeb Decimal FReal Rad dm]

|[ ¥ Edit Accidn Interactivo

i de A 2]

—8.5-13+1.5-x2—2-x”—"|

HifF (-8, 5 4] TS -2y iy 1
15w ZaTen-2

solve (-1, 5e %2 4+3 x-2=0, %)

Mo Solution
0

Alaeb Decimal Feal Fad gn

a,b,c,d

flixd|ta=-0.3,b=1.5,c=-2,d=0%

Resolucion:
Apartado a)

17 Q42
) — 4
B(0]0)
4 2 2 4 6
5 P(2]-2
4
tren
\carretera
\ | \
-4 V \

La figura muestra la gréfica del cruce de la careey las vias del tren (apartado d)) y
las graficasde y (de b)ye)).

Apartado b)

Hay cuatro condiciones para esta funcion, debe zanp:n B y acabar en P y ahi ser
una curva continua, lo que significa que la prindeeavada debe tener en B el valor

y en P el valor . Por ello se trata de una funcion de tercer
grado. El sistema de ecuaciones correspondiemte f#esolucion:

Apartado c)

Como la primera derivada de la funcionno tiene puntos en los que sea cero, esta
funcién tampoco tiene extremos relativos.



Apartado d)
Ver Apartado a)

Apartado e)

Ejercicios de Analisig

Hay 6 condiciones, a saber, la conexién en losgsuty Q, la transicién suave en los
dos puntos y las curvas continuas, sin anguloastrdnsiciones, esto quiere decir que
se trata de una funcién de quinto grado. El sistdmacuaciones correspondiente

tiene la siguiente solucion:

17

[ Edit Accién Interactivo

] T o] (P P id

Define fZ2iz)=asa"S+bra"d+cxa3+da™2teae+f

fZ(ar=a

f2i4h=2
diffef2eryxy1,82=0.5
diffEf2ielyx,1,40=0
diffCf2Cryxy 2y 80=0

diff CF20x0yxa 204028 | b0l g

- S SN A S
8—512 ) b= 128 ;':-—8 ) d—ag E"—2 51:—6}
- S SN S S
f2ixn I{a—512 b= 175 ,G—B »d=H, E-—2 ,f—la}
5, B59375E-3- %0 —8. 545575 2 Y 40, 1252748, 5. 2
]
-

Alasb Decimal FReal Rad ]
Apartado f)
La condicidén necesaria para los puntos de inflerin lleva a las solucio-
nes:
Como — , el tercer punto de inflexion resulta .

W} Edit Accién Interactivo
o O ] A |

diff (5. 8593 79E -3 x 7 -8, B546575 x40, 125 » F 48, 5 Kaxy 2

1523 -84 22 +96 .
128

1527 -84 +96. %
122

soluvet =Eyx)

To=0,x=d,x=1.6}
diff (5. 8593T5E-2 x 7 -0, B546875. x V40, 125 v F 48, Se x, 2, 2, 1.60
3
“za
5. 85937Se -3 x0 -0, 546275 x 40, 125 x T 4B, Sex | x=1. 6

1.81584
0

rlE=l:

Algeb Est&ndar Real Rad ]
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f)

)

Antonius Warmeling

Los Paises Bajos sufrieron una epidemia de gripéi@lpasado. El Ministerio de Sa-
lud Publica registré de forma muy exacta el nunteEr@nfermos, con objeto de sacar
conclusiones para futuros brotes de gripe de maneranédicos y hospitales puedan
dar avisos fiables.

El nimero de afectados por la gripe (en mlles dwetdnates) se describié con la si-
guiente funcion: ! . Dondex es el nimero
de dias que han transcurrido desde el brote dadaraia.

Describa, en general, el curso de la epidemia. ribasde forma cualitativa el
desarrollo de la epidemia (NUmero de enfermos espeacto al tiempo), es decir
sin hacer un célculo.

Dibuje ahora en su cuaderno la grafica de la funabtenida en un intervalo
razonable y realice un croquis

Explique por qué el modelo sélo es valido para aximo de 60 dias, y exponga
que mas se puede criticar sobre el modelo.

Encuentre las respuestas para las siguientes pasgitantee una pregunta mas
y respondala.

i) ¢Cuantos enfermos habia después de 7 dias?

ii) ¢ Cuando fue mayor el nUmero de enfermos? ¢ Cudrgaf?

iif) ¢ Cuantos dias hubo mas de 75000 enfermos?

iv) ¢Cuéando fue el incremento diario menor de 1000?

v) ¢Cuando fue la tasa de disminucion mayor? (es, &8 negativa)
vi) ...

Expligue coémo esta definida la funcion para quejgsten el nimero de enfermos
al principio y al final de la epidemia.

La primavera pasada el estado de NRW, que hahbiehaiolar de la investigacion
del Ministerio de Salud neerlandés, puso en praicmodelo. En la primera
epidemia de gripe que se manifestd, el nimero trreas después del primer
dia estaba en torno a los 12000, y después del i habia unos 34000.

Demuestre, con ayuda de estas cifras, que el modefmede ser simplemente
adaptado a NRW.

Suponga que la duracion de la epidemia en NRW mtifegencia de la de los
Paises Bajos. Desarrolle con este supuesto un ongdel se ajuste a la futura
evolucion en NRW.
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Resolucion:
Apartado a)

El nimero de pacientes aumenta lentamente al princidespués mas lentamente
hasta que, finalmente se alcanza el maximo. Degfisésnuira el nimero de pacien-
tes cada vez mas rapido, hasta que, después del geininflexion, la velocidad de

disminucion sera mas pequefia otra vez.

Apartado b)

La funcion se puede introducir y representar eN@hu Grafico y Tablas comyl. [ Edit zoom Analiziz |
Para los célculos posteriores estan los términds fimcion disponibles comd.(X).

Ewl=_ge-3. (gE—x)7
Owz:
Ow3:
Oxedt -
Ows:
Owi:
Ow7:
| o L=}

pOoooOooOooo

Fad Real -]

Apartado c)

Después d& = 60, la funcibn aumenta de nuevo, esto no delpasar después del
cese de la epidemia. Ademas, antes del punto nda@hay punto de inflexién. Se
deberia haber realizado un modelo de funcién queeease con pocos individuos
infectados.

Apartado d)

i) La funcién se ha almacenado cogigx), el valoryl(7) = 58,989 (en millares) eq ¥ Edit fccisn Intersctivo [
el nimero de individuos infectados después de §. #fabia unos 59000 indivi{&ilte [Pt  [#]

duos infectados. wi{7s -
58,939

i) Sin usar el célculo diferencial se puede calciar, ejemplo, con el comandq|™a=t»itxlaz.8,68:
;. . . . {MaxValue=26, x=281}
fMax, el maximo absoluto en un intervalo de tienagberminado: fMax(1(x), X, EDlve(Ell(x)&?S,x)IBéxéﬁﬁ
A T ¢ H NE 18exe32, 83712153
0, 60). Después de 20 dias el numero de individdestados es por tanto 96000|(__.. . it et cxsg s 131,00

1739223339 x<R2. EB??E-E-F;II

iii) Se debe resolver la desigualddqx) 75. Con el operador With se pueden esllz
blecer los limites del rango de definicion: sojid) 75,X) |0 x|x 60. |mth(zbc[cat]ap
Entre los dias 10 y 32, el nimero de individuogdtddos era por lo meno |"|9|i’|“'|‘|’|’|f'|"|-"’|’|;i|
75000. La versién 3.0 de la ClassPad permite tamiié resolucion de | st HZ e

solvefyl(x) 75,X)|0 x 60. an | bn | cn |§|1 ARG
. . . . . . + + S1 =
iv) La tasa de infectados se puede determinar medapténera derivada. En com; TF.TIG |.;E,f,|_cr I Vtu I W.HE EEE

binacién con Solve se puede calcular directamemé®do la ratio de infecCiOn|flast: becimal Feal Rad au
sera menor que 1 (es decir 1000 infectados al stidye(diffly1(x), x, 1) < 1,X).

Como después del maximo, la ratio de infeccibnegmtiva, se debe considerar

solo el periodo de tiempo hasta el maximo. El aumde los individuos infecta-

dos es hasta el dia 20, por lo que el aumento deitde del dia 17 al dia 20 esta

por debajo de 1000.
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[ Edit Accién Interactivo i)

o e e ramiad B EY

daone
20w

B, 818 x—@.72
solvelf2ixr=82

Lx=4a%

done
fIixd | {x=4@}

B.@18
[u]

Define f20xi=diff(wlixlam, 2l

Cefine f3lxi=diff(wlixlax, 3D

4[

Algeb Decimal Real Fad gm

v) En el punto de inflexidon se presentan las pendiemayor y menor respectiva-
mente. Se debe pues determinar el punto de infleibpunto de inflexion esta
en x = 40, alli el descenso es mayor. Despuéddermfa se termina.

[ Edit Accidn Interactivo ]

Em doeg] s ow| |

simplify cwel cxh
BE-3- - (x—6E)2
expandiyloxnl

ZE-Bex T, 36 xS +10, 5%
o

1k

A [

Algeb Decimal FReal Fad g

Apartado e)

En el periodo original se ve facilmente, que lacfan tiene el valor O para= 60.

Parax = 0 se debe reconocer que o bien es —0,003 6@%B+602 = 0, 0 bien se trans-
forma la expresion.

Apartado f)
y1(1) = 10,4 eyl(3) = 29,2

Por lo tanto, los valores resultantes no coincm@nla funcion dada.

fili=12
fl3r=34

{

agtl

gixl

gC@n

u}

{a=-0. 88358373656, b=0. 2104627424}
Define gixr=f(x)|{a=—3.585736562e-3, b=0. 2104527424

B.883568?3656-(x—6833+8.218462?424-(I—EBJZ

Apartado g)

~ Edit Accien Interactivo ; En primer lugar se define una funcién general
l"’:-'-‘l-é|ﬁp|f[::3mw-|fﬁ|v| # $ y a continuaciéon se genera un
wlils <]l sistema de ecuaciones, del que se obtiengh. Obtene-

18,443 mos:
W13 '

29,241 _ _
Define flxl=ax(6B—x)"3+bx{o8-x2"2 a=- 010035 yb - 0-2105-

done

Esta funcion, sin embargo, ya no cumple la condicié
ser nula para 0 y 60. Para 0, el valor de la funeg

g(0) = -0,221.

Si se desea evitar esto, se debe tener en cuesda de
principio, la relacion entray b:

-a-60 =h.

daone

-@. 221224752

A [

[Algeb Decimal  Real Rad

]

Entonces, evidentemente, se necesita s6lo unaciomdi
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Christel Weber / Michael Mausbach

En la foto se muestra un trozo del plano de laadude Berlin. En ella se ve el rio
Spreey, al norte, la linea de tranvia, cerca éatiRtag.

Se ha incluido en un sistema de coordenadas defompoco simplificada las partes
mencionadas del plano de la foto. El trozo de duskbozado abajo se debe replanifi-
car por completo, ya que la vieja linea de traseialebe reemplazar por un tren en
suspension.

El curso del rio se puede describir con la funciéniercer grado:

- - (lunidad de longitud = 100m)

%

nedla.de 10
| '.
e 9
Hauptbahnhof
5 IS
\\
7 < g
6 N
N g(x)
5 /
- N
4 < —
N/
8 /
\
2 f /
1 f(X) \_/
0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X —=

a) Modelice la linea del tranvia (punteada) a trav@suda funcién polindbmica de
cuarto graday(x). Esta se determina univocamente debido a lastesisticas
particulares de los puntos H(0|8) y S(6|4). Indigatas propiedades y defina la
funciéng(x).

La linea de tranvig(x) debe reemplazarse, entre la parada H y el pi&rgae cruza
el rio, por un tren en suspension.

b) Dibuje el tramoHB y prolénguelo a una rectaDetermine el punto B y la ecua-
cion lineal para s.

c) Determine la longitud del nuevo tramo del tranki@ y compérela con la longi-
tud del tramo viejo.

d) Determine los puntos, donde la nueva ligeg se cruza con la vieja linggx).
Dibuje los puntos.

El terreno al norte de la vieja linea de trany{g es propiedad privada, es decir la
superficie A, que limita al sur c@(x) y al norte cors(x).

e) Dibuje la superficie sistema de coordenadas. Détercuantos metros cuadrados
tiene que comprar probablemente la compafiia delitta

Al sur del rio (aquf(x)) se cruzan dos calles rectagen el plano la calle Adenauer) y
k (en el plano la calle Konrad) en el punto M. L#eca cruza en angulo recto en el
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punto W(3|3) cori(x) en la orilla del rio, la prolongacion de la caddlse cruza al sur
perpendicularmente con otra calle (= gjeLa distancia entre el punto M y la calle
(ejex) es el doble que la que hay de M a la orilla @el r

f) Dibuje esta situacion en el eje de coordenadasstviuta existencia del punto M
y obtenga sus coordenadas.

Resolucion:
Apartado a)

Se trata de una funcién de cuarto grado:

Y O ] T P IR Y| T A T e I # $ & ' +econun
Define gtxr=ax arbaarcarordare (T ooaug punto maximo H(0|8) y un punto de silla
daone _
Hiffogim g 17 gliga=a S(614).
k] = 92(6)=El SabaCydse , . . . .

dranxT s brxtal el e De aqui se obtienen las siguientes condi-
Lefine glixi=4-a-x +?:|-I:I?_I-Ex +2a e x+d {a=—ﬁ,b=ﬁgc=—§,d=a,e=8} ciones: " y ( asi como
HifFCaidy s 2 g(x)I{a=—1—éagb=%,c=—§,d=8,e=8} o ( y

12-23-x246-b-x+2-c TR » ) )
Define Q2¢xy=12. aex 246 bex+2ec e —maEs La solucion del sistema de ecuaciones
done P T planteado da los siguientes valores:

gqlar=8 Define g(xl‘l=m = _T+8

glc@r=8a daone # —_— ., $ - & ) I )

quEr=4 Qi N S

al¢e=a o, pmopEazsag-a. x4+, 14 ) y, con ello, la ecuacion:

J2Ce=8 Saberad. e [u] -
FAlgeb: Estandar Real Rad oo Algeb Estandar Real Rad am| — — - "
10 | Apartado b)

J EMEEJHH- El punto B se determina igualando las funcio-
8 s e foTse xR H A nesf(x) y g(x) y resolviendo la ecuacion obte-
7 N solve (flxi=glxd,x nida.

DN {x=3-2-\f3 ,x=3+3-4f3 }

6 ™ f(343:4/3 X Como solucion se obtiene solo el punto
5 > = Define s(x)=%xt8 *# 1 Il ya que 1 U no
4 h done se encuentra en el dominio de definicion.

I Bl

3 \%\ 3_‘j§‘+3+8 La ecuacion de la recta se obtiene de la deter-

2 [254cara s 3z minacion de la pendienta entre los puntos H
— 5. 60858925 y B y del corte con el ejgen el punto H:
1 9. BEHEZEEDZ5 ] HE
SEE, BEEE92S
0 | o = "
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |[Algeb Estandar Real Rad an 0 ——

Apartado c)

La longitud del tramdHB se calcula con el teorema de Pitagoras:
122 1" yl 11 T

Six)

%’fa 4l Por lo que se obtierie 41 ,T. 45 ™6

,.|'c3—8>*2+|:3+3-\,."3_—a:w2
9. EHEZEETFZS
B B e asemazs| || Como 1u = 100m, se obtiene la longitud del tratho4 895 5 8

Lentadudsmaly 343403 0 ; i i i
SrEEnhaE ’xiaj%zﬁ}';l La longitud del tramo viejo = Longitud del arco smig(x) en el intervalo: !

16. 86261221188 11 1= ey )
1886, 261281 a < | . El tramo viejo es por tanto 46,2m mas largo gue e

0 - nuevo.
Algeb Estandar Real Fad qm]
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Apartado d)
Igualando las funcionagx) y s(x) se obtienen los valoregle las intersecciones:

W Edit Accian Imteractivo (X

el ] [3]

> 4 > 4 "> 4" 5

solvelglizl=sixl,x] ]
{x=8,x=1.221152728, x=56. 352694549, x=5. 196152423}
[u]

Siendox, y X3 los que delimitan el intervalo deseado, los otles valores d& corres-
ponden a los puntos limite H y B. Resultan comotgarde interseccidén reales:
Si(1,221|7,255 ) y £6,583|3,984).

Apartado e) 1

La superficie buscada se obtiene de la in
gral:

N W~ OO ~N 00 O O
|

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X ————

Como una unidad de superficie equivale a 100-160umos ||f¢s<xi-aterus 1. 221152728, 4. Sa2654843
36434ni deben ser comprados. . 424169555 | o 273

36434, 16959

Apartado f)

|
(Ealt [Ealfsdv]AAe]  [2]

diffof i,z b

xZ-gex

12

2Zgex
1z

|x=32

Define t<x>=%<x—3>+3

done
Solvwe (4x (3t 2+ (3-xa 2= e w12y )

{x=2 =32
214

tod. S

[5)
N [eN] e (6] (o)} ~ [e¢} [¢e) o
1 |
|

5
33
t(14)

—
T

q|a

I
o

g hd o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Algeb Estindar Real Rad qm] X —

W(3|3)
La pendiente e$’(3) = - 0,75. La ecuacion de la recta perpendicaféx) enW es:

C - 1 ! - . M pertenece a la recta
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DE+FC .> ' HEeH

12 I C > 1 !

J9 34 C . ! C

J9 HC . ! C

Las soluciones son:
> 4 —4 'K

Comot(4,5) = 5, el punto (4,5|5) no esta al suf(dg el punto buscado & —F— .



#3$% !

Udo Mihlenfeld

Para la construccion del alcantarillado tambiéuntgizan tuberias con forma de huevo
(ver Foto).

- (Fuente: www.meyer-polycrete.cpm

Expliqgue qué beneficio — especialmente para poctideal de agua — tienen estas
tuberias frente a las tuberias de seccion circular.

La seccion interior puede ser un modelo descritoupa parabola con una semi-
circunferencia adjunta. La altura es exactameme/dces mas grande que la ma-
yor anchura, que es exactamente 100 cm.

POLYCRETE®
Re|ining Rohr

(Fuen:ce:www.meyer-polycrete.c))m

Calcule la capacidad de las estructuras prefatag;adiya longitud es 2m.

Las estructuras del apartado b) se deben revestipléstico. Determine la super-
ficie que se debe recubrir con pelicula de plasfr@a el calculo de la longitud
de arcd. de la grafica de una funcion en un intervald], rige la formula:

o ———————
L M N ( '

[=]

Ejercicios de Analisi§ 25
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d)

e)

Calcule las dimensiones de un tubo de 2 m de ldggseccion circular de la
misma capacidad y evalle los resultados.

Otra tuberia consta de una estructura en la p#ggdr limitada por una semicir-
cunferencia en el exterior, por un arco parab@icel interior, mas dos lineas de
union (ver figura)

»
|

X

Y
»
»
»
»

v

Todas las medidas estan en cm.

Para anclar la tuberia, se debe taladrar perpdaditente a la semicircunferencia
de la seccibn transversal en un punto donde etespge la pared sea mayor.

Demuestre, que el espesor de la pdred describe mediante la expresion:

' N

Determine el espesor maximo.
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Resolucion:
Apartado a)

Para poca cantidad de agua, el nivel de aguatebdaia es mas alto y puede vaciarse
mas facilmente. En una tuberia de seccion cirdalparte inferior es mas ancha, por
lo que la sedimentacion es mas facil.

Apartado b) A
Y
O
N -
. I_' I'.i!,x 1-_ . )
POLYCRETE® f e .3 o\
(11 ] ] ‘
Relining Rohr W 3
[ 1§ |
| |
| lll"l. 1 |I 1'
\ |I bl ¥ i rr
L ML '
W "
|I-l—.-l-:ll 1‘.“:—.’-- i
(" .'1[ -:;'.'r
T >
- X
Radio de la circunferencia= 0,5 m. Area del semicirculp -RS 158 . [ Edit Accisn Interactivo
O ] e P Y|
Con la eleccion del sistema de coordenadas aprapiad pefine Toaicaats
foE.5r=1
# . f(0,5) = 1 (unidades en m) solvec. 25 am1,a0
fa=4}
i .. B.5
Area total de la seccion: Qrutey - 15 8 1-2 f 4~
5]
Capacidad de la tuberia: W Q9X = 9 = = %
[u]
Apartado c)
Parte superior de la tuberia:
P B O R T e |
Longitud:L R9S K= . 8.5 e
La superficie arecubrireQ K=9 =1 = ‘ J,; oA dx
Parte inferior de la tuberia: o 292
Longitud: 2,32 m.
La superficie arecubrire® | =9 = =

La superficie total a recubrire® Q KK"=

Apartado d)

W R9S9YDS S[QL\ 3 [9]] A "8 . La tuberia es mucho menor, en

consecuencia, por ejemplo, de dificil acceso, fesanedidas de la parte ancha son
casi comparables con las de la tuberia con forntaieeo.
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[ % Edit Accién Interactive |

il el T2

Define flai=aa"2+h e
daone
{f(E’I)=—5E1
fooEr=a b

{5=0.82,b=-58}
0

[ Edit Accién Interactivo |

] T ] e e P

dane
solve (dif fodCar il

diffCdCar ) | =35
B.816164729932
diffCdCar ) | =36
—@.838532204232
d3g. 42
16. 69368269

u]

Define dlarl =E~I3—1.|"El . BEES 24— a2+ 25HE

{x=8, x=—35. 35533986, x=35., 33533706 }

Apartado e)
A
’\/; yy 7'y >
/ v
Y
' ) y ) N 2 N A ;
En el sistema de coordenadas de arriba es:
# $
D' N 3

Mirando en el dibujo el valor en cuestiénxes 35,4, asi mismo, por razones
de simetria, puede dejarse de lado - 35,4. Tanto para= 0 como para el
bordex = 50, el espesor es de 10 cm. Existe un maxinatively en vista del
dominio de definicién, también un maximo absoliEbespesor de la pared
alli es 16,70 cm.
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Udo Mihlenfeld

(Fuente: Muhlenfelp
La foto muestra el soporte de un viejo salto deliesq Altenau, en el Harz.
a) Determine, de acuerdo con la foto, un valor apraexionde la altura del soporte.

b) La parte curva del soporte se puede aproximar te paruna pardbola o de una
circunferencia. Determine la ecuacién en cada caso.

c) Evalle qué modelo es el adecuado.

d) Determine mediante el célculo, el peso de la pasible del soporte, consideran-
do que la parte curva del mismo es parte de ucandgrencia y todo el soporte
tiene una seccién cuadrada de 50 cm de lado. Lsidéehdel hormigén es 2,4
t/m°.

Resolucion:
Apartado a)

La altura del soporte en la foto es de 4,5 cm (detbel soporte, el camino que baja).
Para medirlo asumimos que la altura de la mujetee$,60 m. Por lo tanto, corres-
ponden 1,3 cm de la foto a 1,60 m reales. Asi gadtlira del soporte es de 5,50 m.

Apartado b)
La parabola para -2,2x 2,2: Origen de coordenadas en el vértice del $epor
Examinamos el borde inferior del soporte, tomaneddidas de la foto:

X 0 +1 +1,5 +2 +2,2
y 0 -0,2 -0,6 1.2 -1,5
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[ w Edit Calc. ConfGraf I calc. estadistico E3f ¥ Zoom Andlisis Calc. # BE||
- E Rearesidn cuadritica i
— W=g x@+h-x+c
£ b lists  [af| |15 =—B0.323433
1 e ] b =-3,99-13
2 1 -@.2 - =@, 8911755
3 1. g :?. g -2 =@, 9947335
A L5 1 = =Z. 48093
£ -1| -a.z2
=
3 22 -1.5 4 3
11
i
14 —
16 [
Calk
AL -
[ 151= | [ |
Fad Auto Decimal o] Rad Auto Decimal o] Fad Auto o]
La ecuacion es ! 5

El arco de circunferencia para -2,2 x 2,2: con los datos anteriores.

2S S conr = 2,25 (segun la foto)
y: valores medidos; k: valores obtenidos de la@buade la circunferencia

[ Edit Calc. ConfGraf

ConfGraf

[ v Edit Cilc. [ v Edit Calc. ConfGrif

CARIE RO R T b3

Ca
(A
Cal= TS, BE25-x"20-2.2 |

- -

Fad HAuto Estandar -]

Fad Auto Estandar [s] Fad Autoc Estandar o]

Apartado c)

La circunferencia describe la curva medida, conepgi®n de los Ultimos puntos
(x2,2|-1,5), en cambio, el vértice de la parabola egts alto que el vértice de la curva
de la foto.

Apartado d)
Célculo de la longitud del arco:
$ [—5 conr = 2,25 cma=71°y bcde e ?] se obtiend = 5,6 cm.

La longitud de una ‘pierna’ del soporte medidaafoto: 3,8 cm + 2,8 cm = 6,6 cm.

La longitud total del soporte: 12,2 cm. Aplicandoelscala de conversion (ver arriba)
15 m (real).

Superficie de la seccion transversal: 2508, ckfolumen: 3,75 ) Peso: 9t.



Udo Mihlenfeld

(Fuente: www.brueckenweb)de

A mediados de 1998 se inaugurd en Dinamarca urex@@nsobre el Grofl3en Belt. El
principal componente es el Puente del Este— untpumigante de 6790 metros de
largo — con una anchura entre los dos pilares @é fr6 La altura libre para la circu-
lacion de barcos es de 65 m, las puntas de losepikcanzan una altura de 254 m
sobre el nivel del mar, el punto méas alto de Dinama(Informacion de
www.storebaelt.dk). El punto mas bajo del cableestds dos puntas de los pilares
esta a unos 3 m de la carretera, cuyo espesospeedi.

a)

b)

f)

Describa en un sistema de coordenadas la posieiératle entre los dos pilares
a través de una parabola.

El cable se puede describir aproximadamente megdiaritinciéng segun:

#9 9% )% > #gh.
Determineay b. (Para controla=1,5;b = 0,00596)

Dibuje con la ayuda de su ClassPad las dos gradicam
mismo sistema de coordenadas, describa el pelfdade
ble y compare ambos modelos.

Calcular en ambos modelos la pendiente del calile e
las dos puntas de los pilares y comparelo conrsbatel
cable de la foto.

Los cables de sustentacién verticales tienen wtardiia
de 27 m. Calcule en ambos modelos la longitud alelec
de sustentacién marcado y compruebe, por compara
la longitud aproximada del cable de la foto delrtgub
d).

Determine mediante el célculo, en qué punto hayda
yor diferencia entre los dos modelos respecto laula
de la longitud del cable vertical.

Ejercicios de Analisi§ 31
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[ Edit Accidn Interactivo ]

A T o] o e P

Define flar=ax"2+b -

done
{f(El):E
fl812)=189 |, |

{a=2.828985707-4,b=32
[u]

[[% Edit Foccidn Interactivo JE

Y T ] e i I‘

daone
giEa=3

2=3=3

daone
solvel139=glxi, &=

F=g1Zxb|z=4.836218312 |||
4, 936218913=812b

solveld,.336218913=812b .+

{b=5.955934522e-3 1

n}

N Edit Zoor Analisis # IZI'

Hodal [HodaZ [Hoiad [Hodg 4| ]

Ew2=s grp-d.xZ+3
Ow3:
[mSEH
OwS:
O
Ow7:

ooooo

Fad Feal ]

Define glai=a=(e™(FIi+e™(—F1)

Resolucion:
Apartado a)
Gréfica:
Va
18¢
- “«—817—> X

Apartado b)

Se requiere hacer un cambio de variable:bx de lo contrario no es posible el calcu-

lo de los parametrasy b. De manera alternativa la ecuacion puede resa@vermeé-
ricamente.

La solucién es:

9 5 )

Define glxi=1.5xCe"(FI+E™ (-2

{z=-4.836218914, z=4. 836218913}

Apartado c)

En la modelizacion con ayuda de la funcion expoia¢iet cable cuelga ain mas, esto
quiere decir que la gréfica va por debajo de lalpala. En los pilares el cable cae mas

abruptamente, cuando se usa la gréafica de la fare@onencial para la modeliza-
cion.

Ewl=y_s. [65'965'3' x+£—5.96|-:-3-x] [—1



Apartado d)

Calculo y comparacion de la pendiente para812:

En la foto: La tangente forma con la horizontalamgulo de unos

Ejercicios de Analisi§ 33

(% Edit Accién Interactivo ]

B o ] T amiad HEY |

400 done
diffiflarad | aw=812

bcda " , valor que estéa entre los dos calculados, siendo g, 437968

bos falsos.

Apartado e)

1624 m: 27 m = 60 (Numero de cables entre losqs)arContando

los cables en la foto, el cable marcado es ellG®alidle a la derech

del pilar est4, en horizontal a unos 162 m dek pyla una distancia

de 650 m del punto medio entre los dos pilares.
f(650) = 122,9(650) = 72

En la foto: 4,4 cm son 189 m, La longitud del cahi® cm son 120
m. Se comprueba mediante estas cantidades lardifaréescrita en

el apartado c).

Ya que la fotografia estd distorsionada en perspecte pueden

hacer los célculos con ayuda de un tridngulo rectén en el que
uno de los catetos es el tramo buscado y el atreetde longitud
162, siendo los resultados muy diferentes.

Apartado f)

La solucién numérica da una diferencia de unos 58nx= 614. Se
aplica el criterio de cambio de signo para deteamla naturaleza
del punto extremo6! y 6( . Asi

gue se trata de un maximo relativo en el punto614. En la solu-
cion numérica se debe elegir el intervalo corredrte, de lo con-

trario la solucién se da en= 0. Alternativamente se puede tambig

dar la soluciéon de manera grafica.

dane
diffiadarss| =212
1. 138022786
n]

Define f{a)=8.8002522+3

Define glarr=1.30e" (0. 88539604 2+ —0. BATI6A 2 2

T2.23297217
[u]

] T ] (T s IR EX
Define foar)=@,BEE252 2"2+3
done
dif fofoarly|x=812
A, 45758
done
fLESED
122.145
=14 Sl

Define gta)=1.50e" (A, BETIC. 2 +e™ (-8, BASOC A 1 )

A [

Alasb Decimal FReal Rad gm]

|[ ¥ Edit Accisn Interactivo |

solveldifflulard s, x, 8,108,
{x=£132,5247422
diffCudar | x=618
S, 229799443 -3
dif fouCar )| x=628
=9, 9852923484 -3
uCE140
Sl.814287169
[u]

S O ] A g

Diefine oA =0, 8002824 2+3
daone|| |
daone

Define ulai=f{ai—glal
dane

Alaeb Decimal Feal Fad gn

Define gtar=1.530e" (0, BESIC.a 2 +e™ (—@, BAS9C.a 1 2
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: $-

Antonius Warmeling

En un criadero de truchas en Sauerland se detetenioagitud
media de las truchas de la misma edad. La tablatrauen ex-
tracto de los datos:

Edad (en meses) |0 2 5 8 10
Longitud (en cm) |0,2 9,8 178 | 216 | 229

Las truchas adultas alcanzan a los 2 afios unaueoingiedia de
25 cm.

En un instituto de investigacion en Siegerland,bigiogo ha
estado observando una Unica trucha y registrandcesimiento
mensual. Los datos disponibles son los siguientes:

Edad (en meses) 1 4 6 8

Crecimiento mensual (en cm) |5,5 2,6 1,6 1

a)
b)

c)
d)

e)

f)

9)
h)

Explique por qué se puede decir que el crecimidatias truchas es limitado.

Determine a partir de los datos una fundibnque describa la longitud media de
las truchas a través del tiempo y represéntelaarmytéfica en el intervalo [0, 24].

Calcular corfl la tasa de crecimiento para el cuarto mes.

Determine para la trucha de Siegerland una funpgaimémicahl, que asigne a
cada mes su tasa de crecimiento. Trace la graficbién en el intervalo [0, 24].

Determine para el mismo supuesto que el apartadma)funcion exponencial
(h2) y represente su grafica en el mismo sistemabdedenadas. Si no puede re-
solverlo, trabaje corY K9)s @

Examine la calidad de cada uno de los enfoques.
Demuestre en baseha, que el pescado de Siegerland era un ejempladgyra

Determine una funciéh3, que describa la longitud del pescado de Sieytda
través del tiempt Suponga que la longitud al nacer era de 0,2 cm.
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Resolucion:

Apartado a)

El limite esta fijado (25 cm), la tasa de crecirtdedisminuye en vista de este limite.
Esta por comprobar si esta disminucion es expoaknci

Edad (en meses) 0 2 5 8 10
Longitud (en cm) 0,2 9,8 17,8 21,6 22,9
Diferencia respecto al limite | 24,8 15,2 7,2 3,4 2,1

Los factores de reduccién son aproximadamg ¥ Edit fAccidn Interactive
te iguales, su valor medio se calcula como &l [E:aeAw]rA|
media geométrica (estimado aproximadameﬂjﬁ

. 24.8
como 0,78): B, 7928813613
. ol L2
i N 9i 9il 9i 4 K" 15.2
@, T7a52426A9
3.4
3Tz

8. TTE7214547
2.1
EN
B. 7E5905248

1'3..{9 L TE2E212361 3 2xA, TTIS24 260930, 7727214547 3%A, 7259052422
B. 7312261389

1] -
|Algeb Decimal  Real Rad |
Apartado b)
Asi pues tenemos "9 K" CEVA Conf. oraf. estad. I  ventana vis. &g
K' ) P. Por lo que resulta# Id K" 4 [(NEEOEEAREE Memoria @20 O 3D
. " - I Olog x Olog v
5 (parag=0,78 se obtieng ). [||bibuie:  @0n  LOfF Y M. = @
o Tipo: | max. 24
"9) 9 %o Listax: [amtiempe 7] gscalazd o aisss
I g . . . Lista¥: [main“lonaitud [-](f rim. ‘e
Para dibujar la gréfica, se debe primero ir al &dite . hax, 130
A . . Frec.: [L___ Tl berala: 1@
Listas. La primera columr)a se renombra por ejempl|varca: Eoadrade T e |[:-efe-:m||]
con el tiempo (en vez de listl), la segunda cdangi- - -
tud (en lugar de list2). Se rellenan las dos colmsroon ’
los 5 pares de valores. A continuacion se puede+e
sentar el diagrama de puntos.
En el menu principal Se[~y zoom Analiziz calc. * Bd)| ([ Edit Accisn Interactivo | N Zoom Andlisis Calc. + [
ven los parametros de | : [ [P [2] i :
funcién f1(x) que intro- tiempo [longit.. = [nee.7es S
ducimos en la ventang e Taygy O i4e1395 B1=55 74,55, 751"
del editor gréfico. La -1, 24692483 e
gréfica de la funcién R4, Brel LR DaeT Ova: 0
muestra una buena con T 1mzmiaigb2AEEn T2 Ove: 0
cordancia con los datog o | |I522:E
medidos. o o =
[n]
4o M4 4
- -
I | |
Alaeb Decimal Real Fad qm] Fad o]
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Apartado c)

¥ Arch Edit Ins Accidn

BsieLs Padeae D

Definir la funcién
25-24, Sxe (-0, 2469xx )

24.8
- +25
2. 7182819209 2469

Calcular la funcion
derivada
diffefaxall

G.12312

2. 7182819009, 246F-x

VYalor de la derivada en

x=d

diffifyw, 12 [x=4
2.28B86T7S72T

O

Alge Decimal Real Fad g

Apartado d)

Se debe determinar la derivada en el punto 4: 4

W Arch Edit Ins Accidn

(A5 5 P

HModelado 1
Define hiar=axa"3+b<a"2+ca+d
done
Establecer sistema de ecuaciones
hilx=5.5
hidr=2.6
hiEr=1.6
hegar=1 a,b,c—,d
{a=— 13 b= 113 o= 253 d= 1223
ziam '~ 7e@ 525" 175
Sustituyendo en la funcian
. _ __ 1z _liz 883 | 12E3
Define hldxi=hoxl I{a— I ,b——?aa o= = =T
done
bl
—@, BEE1T. % T +B, 16143 x 2 -1, 64331 - x+6, 98257 |§|
Alge ecimal Real Rad o]

Apartado e)

W Arch Edit Ins Accidn

(AR 8 Fud o]

HModelado 2
h2{xr=ame™ (bxxd

axe™ibr=0.3 w axe*tdxbi=I.&

Despejando a de ambas ecuaciones e igualando.
podemos resolver en b la ecuacion resultante
solvelS, Sre~(bi=2. 6/e~(4xba bl

{b=-8.24975]}
Hallamos el wvalor de a
5.5/e"Cb) | {b=-8. 2497455491 }

T B34
0

Alge Decimal Real Rad -]

"m8n8lo

Con ayuda de los 4 pares de datos se obtiene no#ifu
polinbmica de tercer grado. De esta forma se defiimeero
una funcion entera h(x) segun las condiciones

h(1) =55

h(4) = 2,6
h(6) = 1,6
h(8) = 1

y se resuelve el sistema de ecuaciones. Se consigue
mera funcion modelada redondeada

Y 5 Mo 5™

Se sustituyen los dos puntos (1]5,5) y (4/|2,6)acfuricion
generalY #9) 999y se obtiene el sistema de ecua-
ciones #9) © vy #9) ©. Ahora se pueden
resolver las dos ecuaciones por igualacién, despeja

Con Solve se resuelve la ecuacion resultamte {0,2497)

y el valor deb obtenido se sustituye en una de las dos ecua-
ciones para hallaa (7,06). De esta forma se obtiene la se-
gunda funcion de modelizacion.

Y K 9) 9 @



Apartado f)

El modelo dehl es bueno para los primeros 10 meses, luego hégctor de creci-
miento negativo, lo que en este caso no es posibimodeloh2 discurre de manerg
casi idéntica hasta t = 9 y a continuacion mantienenfoque mas apropiado ya qu

se aproxima cada vez mas a cero.

Apartado g)

Dado que la funcion de la tasa de crecimiento dgfi@ada de la funcién de la evoly
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W Edit Zoom Anilisis # IZI'

Fad Real

W Arch Edit Ins Accidn

cion del tamafio respecto al tiemp@(x) debe ser integrada de 0 a 24 meses. El mmgul

cado alcanzaria a una longitud total de mas denR&sto es significativamente ma

yor que la media.

Apartado h)

Aqui la funcién primitivaH2(x) debe construirse a partir 2(x) y de la
‘correcta’ suposiciém2(0) = 0,2.

7 "K9) 9 @ g .
ConH2(0) = 0,2 se obtiene= 28,47.

Se obtiene en general la ecuacion:

! 7 "K " K9) g @

Se reconoce una vez mas en la naturaleza de togb&r de la funcion,

gue se trata de un crecimiento limitado.

J\I:II:IEI= patran 20

29

j‘ 7. BEse B 249 T g
]

28, 26234
2o [XEIE]
|n ali o (|)|,|$~|x|y|z|t 4-|
[mO] [' [;g] HE
im0 |4 ] 6
e |1 HE
ol ﬁn HIS E ||an=
= | GRC | VAR JE3ec
Alge Decimal Feal Rad g

H|+
+| =

EI:I

¥ Arch Edit Ins Accidan

(B [5ae] & Pl

Calculo de la primitiva HZ{x2»

i
J“?_ g B 2497

0
28, 27292871

2. 7182018259 24972

Resolver HZ2(B)+c=8.2

28.27392871

2. 718281529 2497-0
{c=28.47392871

zolverl— +o=@. 2,00

Alge Decimal Feal Rad
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Ulrich Droste

a)

b)

d)

f)

Se investigo el crecimiento de un brote de unatpl@hematis. Se midieron los
siguientes valores en los primeros 15 dias:

Tiempo en dias 0 5 10 15
Longitud en metros 0,02 0,042 0,09 0,19

Demuestre, de acuerdo con los datos, que en e@e@ee tiempo se puede es-
perar un crecimiento exponencial. Determine la ednade la funcién y el com-
portamiento para los primeros 15 dias. (Para logimios calculos: C 9

)y T con pCp ).

Determine el crecimiento medio diario de la plaenére el primer dia y el quin-
ceavo dia de medicién, asi como el crecimientaaimaomentaneo en el dia 15.
Razone la diferencia entre los dos resultados.

Después de 15 dias, el crecimiento de la planteesa poco a poco, ya que este
especie s6lo puede alcanzar un méaximo de 1,5 mligdgpque la ecuacion

C q #9) O©%e refiere al crecimiento para el periodo de 15.determine
la ecuacién correspondiente (Ayuda: Esta sub-funaé corresponde con la par-
te del periodo de los primeros 15 dias en longited velocidad de crecimiento)
(Para calculos posteriores:C "9) 9 T conCr ). Dibuje los
graficos de las dos sub-funciones con la ClassRiibduje las dos graficas juntas
en el cuaderno.

Después de 90 dias se midio de nuevo y se alcarazlbngitud de 1,25 m. Com-
pruebe que se puede mantener la funt@mmo modelo.

Determine una funciég, que satisfaga los valores de medicion del apardg
cumpla que pare= 90, se alcanza el valor de 1,25. Dibuje con aydella Class-
Pad la gréafica de la funcicgm Decida en qué margen la funcigrse considera
adecuada como modelo para este proceso de cretingien cual no.

Razone que para el mismo periodo de tiempo se pheshr también en un cre-
cimiento logistico. Determine la grafica de unacion | adecuada y dibuje el
gréafico con la ClassPad. Evalle esta funcion commadelo en este contexto.
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Resolucion:
Apartado a)

La proporcion de periodos consecutivos es siemgoalia 2,1. Asi se producq s zoom Analisiz calc. + [X|]
un crecimiento exponencial. Se debe determinar &tuacion C #9) ©T 5]

Comoa =f (0) = 0,02 se puede determinar de inmediato elrd# b para un segund
par de valores. Alternativamente se puede determima ecuacion de la funcion co
ayuda del menu del Menu Estadistico y mediantettaduccion de los pares de valdj4 4
res y la regresion exponencial.

| -

Calc. estadistico Ef | T
E Fegr. exponencial I
w=a=e bzl listl lis=t lizt2 [

Hla =H,@8193385 !
b =H, 1583203
— r =@. 999957
W Edit Accicn Imteractivo (¥ ré =@, 9993756

: M5Se =3.433E-5
] O el L i I Y

solved. 826t 1%=a, 89,0 |5
=A, A .
i {b=0. 1584AT7297} = —
Apartado b)
El crecimiento medio: [ Edit Accién Interactive &
. | Bl Eol el 1]
—_— —4 — < m8nvwec. Define fOry=@.82€™08. 15ty |~
9 stu . done
El crecimiento momentaneo a dia 15: differies, a1 et
(c 19) T "< M &=n'xit : 3ee 29
1aEEa
La tasa de crecimiento también aumenta duranterioeros 15 dias. %
—3'1%% [t=15

B.0284632687351

Apartado c)

En este periodo de tiempo hay un crecimiento ligaifaya que la longitud maxi-|  Edit Tieo MemG ¢ """
ma del brote tiene un valor determing®to 1,5. Se debe considerar: EE
5 ( " Hojal |HojaZ |HojaZ [Hojs 4|k
Y Evl=g, gz. e'a-lfi'xla<x<15[—1
deestaforma: #9) © 5J#9) ° y 2=l 3 g a2ty (PR1T L]
Ow3:0
Owd:-0
$9#) ° $9 ! "D$4 #4 " . Ov5: 0
OwE: g
Asi pues: = e
" g T o
C 9) conCr . P N
s, JTTRTIITRIIRTTTN
L 1
Fad FReal ]
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Apartado d)

Al sustituir el valort = 90 se obtienef: (90) = 1,23. Como el valor obtenido de esta
funcién no difiere del valor real, se puede decie @n este periodo la funcibtam-
bién tiene sentido.

Apartado e)
Se puede determinar la funcigreon la ayuda de los 5 pares de valores:

cC = C —C - C c —

La determinacion se realiza con ayuda de un sisliees de 5 ecuaciones o bien con
ayuda del menu de estadistica.

EMP@%H-H-
Define gitl=axt™d+bt™3+or &
done
gt@y=a. 82 Definir calculo | |[]
QeSI=@. B4 E Rear. cuarto Drden I E Rear. cuarto orden [
201@)=8, 89 Listak: T L
(153=8. 19 I _ Iz L
9(993_1.25 —— | 2 =5iBEEgE-E |
gtEy= SO R = Sol e
arbrcad; e Frec A =3.5313-3
{a= 283 +b= 43 Copiar farmulaz m = =@.8z2
2325806088 FSO0EE ) . . B Te 2 =
{ - N Copia residual: MSe =
it | yb==F =l
T ZEzSe0DED g E i
: [Acep. ] i
-5. 387189542 -7 t 45, B [E
0
v
Algeb Decimal Feal Rad gm 1el T T 16l T T

Las graficas dé y g muestran (ver abajo en medio), qusolo tiene sentido para
valores inferiores a 15. A continuacion, para \edauperiores, el grafico dese dis-
para hacia arriba (ver abajo a la derecha) lo moae corresponde con el crecimiento
real y, a partir de aproximadamemte 70 disminuye bruscamente, lo cual es comple-
tamente absurdo.

W Edit Tipo MemiG |z|| N Zoorn Anilisis CAlc. # |z||
¥

Hojal [HoiaZ [Hojas [Hojd4 [ F

Ewl=p, pz. g8 15 % » [—1[4]
1.51

BBzl

Ew3=_g, 3@?1?2?925*[
Owdt:
[m[EH

W Zoorn Andlisis Calc. # IEI'

EEE [ ] 2 R || (EEE

Ey2=1.5- b [remmmnnn ]

1

Fad Real ]
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Apartado f)

Como la planta muestra primero un crecimiento egpoial y mas tarde un creci-
miento limitado, se puede basar, para todo el gergte tiempo, en un crecimiento
logistico. Con ayuda del menu estadistico se pdetggminar la ecuacion:

Calc. estadistico

W Zoom Andlisis Calc. # IZI'

Regresidn logistica T v

e —£5. 255a94 listl  [listZ2  [list3 [

b =6. 1644115

[ =1.2588339

[gl=t=3 =1.821E6E-6

|
Cal=
Fad Auto Decimal i Fiad HAuto ]
XC "9 ) g % 9T

El gréfico de la funcion se ajusta naturalment@a negresion logistica sobre los cua-
tro puntos anteriormente dados.

Un defecto del modelo es que el crecimiento no pwededer a 1,25.

No es posible evaluar la idoneidad del modelo daogelias 15 y 90 sin otras medidas.
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Ulrich Droste

(Fuente: http://betoninfo.flad.de/fileadmin/pdfpaein_merkbl/S22.pdf

Se debe acondicionar con una pieza de hormigoalilmithcion y la separacion de la
calzada. Estas piezas miden 4 dm de altura, 2 denale y 4 dm de profundidad, con
un biselado de su parte delantera. Existen dosomes distintas, cuyas secciones
transversales se muestran en la figura (mediddsgn

Y YA
s
2 2!
1 1
Y% 1 2 3 s % Y% 1 2 3 4 %

En el primer caso, el biselado es una linea raitta tos puntog\(0,5]4) yB(4[0,5), en

el segundo caso es una hipérbola de ecuacion @

a) Determine la ecuacion de la funcifimque describe la recta. Calcule la superficie
de la seccion y verifique que la primera versioadgieza de hormigdn tiene una
masa de 64,4 kg y la segunda de 53,5 kg® derhormigén pesa 2,8 t.

b) En una tercera version se quieren unir los puAtgd mediante una funcién ex-
ponencial #9) y%@

Determine la ecuacion correspondiente y la maszicatan

¢) En una cuarta version, el grafico de la funciérresponde una parabola. La para-
bola debe pasar por los puntdy By finalizar enB horizontal. ¢ Cual es la ecua-
cion y qué masa representara? ¢ Por qué forma isiréet constructor, si el crite-
rio de decision es la de menor peso?



d)

Las barreras de proteccion de hor- versal especial, se sitian en paralelo
migon fabricadas in situ o con ele- alaparedy en toda su longitud.
mentos prefabricados, se hacen con La seccidn inferior ligeramente coni-
perfil simple o doble. Se colocan pre- ca, permite que los coches se
feriblemente, al ser sistemas pasivos aproximen un poco, antes de verse
de contencion de vehiculos, en zonas obligados a desviarse. Esto da como
donde haya habido accidentes graves resultado que la carroceria de los
o donde se necesita una proteccion coches rara vez entre en contacto con
especial a terceros (personas o com- las protecciones, de forma que los
ponentes). Los muros de proteccion dafios son minimos.

de hormigon, debido a su perfil trans-

(Fuente: http://betoninfo.flad.de/fileadmin/pdfpaeim_merkbl/S22.pdf)

La seccion inferior ligeramente conica, arriba niemada, se debe disefiar de tal
forma que el molde termine en horizontal. Evallgiseeste criterio las 4 formas.

Ejercicios de Analisi§ 43
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W Edit Accidn Interactiva

] O ] T e d I EX

4
4+j\4f zdx

1
2. 545177444

|[ ¥ Edit Calc. ConfGraf i

a5 JaE] S | R (R

listz  [list3

|_4

._.
—4

bt 50 ) 00 = T ] o D B

e e

Resolucion:

Apartado a)
La ecuaciorf; es:

La superficie de la seccidn transversal de la pampéeza de hormigdn es:

191

q ! v8

La superficie de la segunda pieza de hormigdon sdedeterminar con el calculo de
la integral. Se obtieng 45 v8

De esta forma obtenemos las correspondientes masas:
E v8 9 v89 "z{nv8 z

E 5 v8 9 v89 "z{nv8 I

Apartado b)

Se determina la ecuacion con el menu Estadistitmduciendo como pares de valo-
res los dos puntos y determinando la ecuaciongmesion exponencial. Con ayuda
del calculo integral obtenemos la superficie declecion:

Fad Auto Decimal

[ Edit Accidn Interactivo |

S O e e amind B Y

Define fixi=aa"Z+bar+c

dane
frlar=4
fida=1

dif fifiaxramylyd2=8

1 g
{a=§’b=‘§

1 2 19
fix) I{a=§sb=—§!':-=?

asb.c

N

18 [

Algeb Estandar Real Fad gm]

q4 5v8
que representa una masa.
E 5 v8 9 v89 "z{nv8 "K Z
I cCalc. estadistico Ef
E Fear. exponencial I
w=a €7 (b xd i [ ¥ Edit Accidn Interactive i
= =, 3496842 — —
b =-b. 482035 | [ [ [ [
s =
-2 = ES |
Mse = 4+ [6. 349604205, 0. 4620951204 x g,
1
: 18, 49212758
Hcoep. | O

Apartado c)

Determinando la ecuacion de la parabola a partiagieres condiciones se obtiene:

El area correspondiente a la seccion transversal es

q v8

Y se obtiene una masa:

E v8 9 v89 "z{nv8 Z{

El constructor deberia elegir la forma con la Hipé.
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Apartado d)

El valor de la primera derivada en el punto x =adladas otras funciones es negativo,
en consecuencia el constructor sélo se puede plagitaso de la parabola.

1z

[ % Edit Accidn Interactivo
i g [ P w | A ]

dif f—x+5, . 1,42

-1
diffid xazaladd

1

3
HiffC6. 349684208 ¢ ~9- FE2EISI2B-= oy a4y

-B. 4628921204
[u]

— | K 5
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Willi Weyers / Bernd Gohlsdorf

En un examen de pulmén se pide que exhale airequopleto y después que inspire
tan profundamente como pueda durante 5 segundoanteda inhalacion, la cantidad

de aire fresco en los pulmones depende del tieEgta. cantidad es muy distinta para
personas sanas y enfermas.

Para personas sanas, en medicina se usa como retieicion:

L w9 ) 9@

Dondex es el tiempo desde el principio de la inhalacidrsegundos p p y

L(x) es el volumen total, en litros, de aire inhaladcel tiempo.

a) Dibuje en la ClassPad y en el cuaderno, la grafeda funcion para un valor
cualquiera d&/,. Explique el significado d€, en la formula.

De ahora en adelante ¥és$=3,6.

b) Cree una tabla de valores< 0; 0,5; 1; 2; 3; 4 y 5 segundos) y averigie désp
de cuantos segundos se han inhalado 3 litros edragco.

c) Averigle en qué instante es mayor el aumento dartidad de aire en los pul-
mones.

La ecuacion parh(x) se puede simplificar aproximandose a una funp@imdmica.

d) Determine con ayuda de la tabla de valores detagab) una funcién polinémi-
ca. Dibuje el desarrollo de la funcion en la grfi¢x) . Evalle la idoneidad de la

funcién obtenida para la cuestion tratada.

En las enfermedades de las vias respiratoriase sdeetado el proceso respiratorio.
Para los pacientes de asma, se usa en medicsigyiente funcion modificada:

L e9wW 9N . con /el

e) Expligue como repercute el valor deen al proceso de respiracion.

El proceso de respiracion se puede representaiéaraliravés de otras funciones. La
siguiente tabla muestra la relacion entre el tiemmd volumen de aire inhalado por
un paciente de asma:

x (segundos) |05 |1 |15 |2 [ 25| 3 | 35 4| 45 5

V(x) (litros) 2,24 | 2,77 3,02 3,12 3,20 3,27 3,80 3,34 3,38 3,39
f)  Encuentre una funcion racional de forrié (;_g@ , que modelice el proceso

de respiracion. Desarrolle su procedimiento y carelpe la idoneidad de la fun-
cion obtenida mediante el uso de un grafico.
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Resolucion:

Apartado a)

(en este caso 4) es el limite de [ _Edit Zoom Ansliziz +
T [T o] [ P
F

La gréfica de la funciéh 9 ) Vo
funcidon cuando~+ .V, es, de esta manera, la cantidad de aire que poedese
como maximo, es decir el volumen de aire efectivo.

4 b
w
I |
Apartado b) Fad Feal ]
Tabla de valores:
X (segundos) 0 0,5 1 2 3 4 5
V(x) (litros) 0,0000 | 2,5686| 3,3045% 3,5757 3,5980 3,5998 3,6000

Para el célculo del tiempo buscado se introducelemend principal la igualdad
L I, pararesolver la expresion. Se obtieneK Ko

Apartado c)
El aumento de la cantidad de aire viene dado pdetizada de la funcion:

L( 59)

Esta es una funciéon estrictamente monétona deatecgisin ceros. Por lo tanto su
maximo se encuentra en el lado izquierdo del damas decir para

Apartado d)

Elegimos los puntos 12

la funcién buscada, se escribe primero una func

general, por ejemplo: # $ &

' . Posteriormente, a partir de los valores<ade-

gidos, se obtienen 4 igualdades de la forffLczs
L , y se puede resolver el sistema ¢ .5,

. Para obtenefftzfine Liziez.67t1-€"t-z. 527
done

V Edit Zoom Analisis # E“

L@

5]
Ll
3.3844348835

3.392882395

forma matricial con ayuda de la ClassPad. Ob 3. 599926584 e e
. e e e1a 100 lar &2 000 T
nemos: ere| 1111 3.304494085 M
27 9 3 1 3.599088396
125 25 5 1 3.599986554
a=0,2032273406 b=-1,865488215 1 8@ 8 0.2032273486 ;
B _ B 18 @ -1.365489215 J
C=4,96675488 d=0 B A 1@ 496675438
O ¥
0 -
de esta forma, la funcién buscada: [Plosk Decimal Resl Rad | [Fed Resl
! K! 9 n nn 9 5 K ||||9

No parece adecuado, en este caso, el uso de uriarfyrolindbmica, ya que su com-
portamiento oscilatorio no coincide con el procdsdnhalacion. En esta funcién mo-
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W Edit Zoom Andlisis # IZII

lesta principalmente el gran aumento del volumeanideal final del proceso. Aunque
con una funcién de mayor grado se podria redudisi@ncia maxima entre las gréfi-
cas, todavia preocuparia el comportamiento ostibato

Apartado e)

El factora antes de la funcion reduce todos los valoresspaaal también el limite
para ~« , asi como el volumen efectivo del pulmon.

Para investigar el efecto @een el exponente, se pueden considerar por ejelaplo
derivadasdé  yL o

La pendiente de la funcioh: , es mas baja al principio que lalde y después
de un segundo pasa a ser ligeramente superigpentiiente de la funcidn . Esto

4 M| quiere decir, que para una persona enferma, @riramto de aire fresco en los pulmo-
nes al inicio de la respiracion es menor que paepersona sana y no alcanza tan
rapidamente el volumen de saturacion (Esto tamé@eépuede justificar de forma ar-
gumentada sin usar las derivadas)

-

I ]

Fad Real i
Apartado f)

Para probar la relacion lineal de los valores isogr se extiende primero la tabla da-
da:
x (segundos)| 050 | 1,00| 1,50/ 2,00 250 3,00 350 400 450 5/00
V(x) (litros) | 2,24 | 2,77| 3,02| 312 320 32y 330 334 388 339
1/x 2,0000( 1,0000| 0,6667| 0,5000| 0,4000| 0,3333| 0,2857| 0,2500| 0,2222 0,2000
VV(x) 0,4464| 0,3610| 0,3311| 0,3205| 0,3125| 0,3058| 0,3030| 0,2994| 0,2959| 0,2950
Se han introducido los valores reciprocos comosdetola aplicacion de Estadistica,
A continuacién, se determina mediante el célcutadistico el coeficiente de regre-
sion lineal de estos valores.
La calculadora obtiene:
2 "I"K59 KK5 "K ,esdecik  "I"K5 y€ KK5'K
V Edit Calc. ConfGraf i Definir calculo EE | calc. estadistico E3f
-@IEEEEEI-E'iIE Regresién lineal Rearesisn_linesl
Tistl  [li=tz_ [lists  [listd Listak: [ist3 [-1 | y=a.x+bavaeas4?9
I &5 Z.24 Z[a.44E4 Listay: 12 =@,
=H.2779487
9 13| 5dtlo.cess|o-ait Frec.: LT | r, zosied
g 2_% Sé_ Copiar férmula: [OFf [~ rMSe =1. 52576
& 3 F.ET i i B
8 .2 1 Copia residual:  [OFF [~
g 4.3 33 :
. - (==
1a =1 IC Mc i)
11
i3
2
15 T

Calk

4

Cal= |1ﬂ|s1:2—| Cal= | 1/list2 Cal= 1-/1listl |

Ead Huto Decimal Tan] Rad Auto Decimal ] Fad Auto Decirnal 1]
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. P9@ } e . } _
Si tomamosV on entonces—@ F,9—@ = asi se obtienes = y€ =
De alli se calcula:
# 15" y & !
La funcién buscada es:

2@
W 3 .

Se puede comprobar la idoneidad de esta funcidacgréfica y los valores dados, [~ zocom Araliziz Cale. # E“
bien, a partir de los valores inversos y la reegaeafresion. En ambos casos se o =] :

muestra que existe una relacion.

Fad HAuto [om]
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Udo Muhlenfeld

El siguiente articulo se ha extraido del periédimuen Westfalischen del 2 de di-
ciembre del 2006.

Las medusas se estan extendiendo en el Mar Baltico

Kiel (Agencia de Prensa Alemana). Upa
medusa invasora amenaza con multiplicarse
tanto, que las poblaciones de peces pronto
podrian estar en peligro.
Los investigadores del instituto Leibniz de
Ciencias Marinas descubrieron por primera
vez el 17 de Octubre a la medusa Ctenop-
hora (Mnemiosis leidyi); desde entonces|su
ndmero ha aumentado de forma casi explo-
siva. Esto también podria suceder en el Mar
del Norte, segun el investigador marino |de
Kiel, el profesor Ulrich Sommer. “Al princit
pio habia 30 individuos por metro cubico de
agua, en la dltima medicién se encontraron
90". A las medusas les gusta comerse |los
huevos de los peces.

Ladrones luminosos:
Las medusas Ctenophoras han
aumentado considerablemente.

Mnemiopsis leidyi

Mnemiopsis leidyj en espafidNuez de mar es un tipo de medusa (Ctenophora) |del
orden del Lobata. Ld¥Mnemiopsis leidymide unos 100 mm de largo. Se alimentg de
zooplancton, larvas de peces y huevos.

Esta clase es originaria de las aguas subtropidalds costa atlantica del norte y sur
de América. En 1982 se vieron por primera vez ejarap en el Mar Negro. Proba-
blemente llegaron alli en el agua de lastre délmgies de carga. Debido a la falta| de
depredadores, la especie se extendio rapidamezgpladando a las especies autogto-
nas. La pesca disminuyo respecto a lo que se pedtzar antes de la introduccion|de
la especie. La maxima poblacion de la especiecamzd en 1989 con 240 ejemplares
por metro cubico de agua. Entonces se introdugsiteecie ctenoforBeroe ovataun
depredador que podia contener la poblacion.

(Fuente: http://de.wikipedia.org/wiki/Mnemiopsis_ kg

a) Explique la expresion del articulo “desde entormesiimero ha aumentado de
forma explosiva“.

b) Determine la funcion exponencial a través de la spielescribe el modelo del
aumento del ctenoforo en el fiordo de Kiel (Posisigucion: C !9
5 T tensemanas)



c)

d)

f)
9)
h)

Determine cuando, segun el modelado del punto (b)
® la poblacién comparada con la del 17 de octuboriptica.
(i) se alcanza una densidad de poblacion de 240 ejerapla

Examine, en qué porcentaje del volumen, la densitagoblacién alcanza los
240 ejemplares por metro cubico.
El desarrollo de la densidad de poblacién se puosatdelizar mediante una fun-

cion C EIEE Calcule los valores dey k.

Dibuje la grafica de la funcididel apartado (e).
Razone porqué este modelado es realista.

Calcule en qué momento el aumento de la densidgallacion es mayor, si se
modela el desarrollo con ayuda de la fundidel apartado (e).

Obtenga el aumento actual de la poblacion y el fiante la poblacion del mo-
mento obtenido en el apartado (h)
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Resolucion
Apartado a)

De aqui se deduce que el aumento no es propor@omahgln caso, Sino que atn-
ta de forma cuadratica o exponencial con el tier

Apartado b)

No se puede desprender articulo
del periodicda fecha para la densi-
dad de 90 ejemplares por me
cubico de agua, sino que debe
estimarconvenientement

Si las mediciones se realizan @a-
nalmente, pbablemente seria el .
de Noviembr, es decir 6 semanas
después.

C #9%$7 con ! y 5 D C ! 9 5 T Eltiempo
tse expresa en semat

De forma alternativa se puede realizar una regnesiponencial ela aplicaciéon es-

tadistica.
Definir calculo K
ll Reg. exponencial ab I
RS ra—]
Il Listav: [maintDF [~
FIS = | I Ccalc. estadistico i
bec.: L ¥ :
E Reg. exponencial ab
Copiar farmula:s E w=ge bt !
~ Edit Calc, ConfGraf 1% Copia residual: a =39 noa
: I =1 |
12 =1
15 =

Apartado c)

Después d8,E semanas, es decir sobre el 12 de noviembre, laddeihde poblacid
se ha dupliado conrespecto a la del 17 de octubre. Soird de enero del 2007
alcanza le densidad de poblacion de 240 ejem, por metro cubicc
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Apartado d)

La medusa de la figura es de unos 4 cm de largpydoquiere decir que la escala es
1:2,5 (De acuerdo con el texto, la longitud origite la medusa es de 100 mm). Para
modelizar el cuerpo de las medusas se puede utilizailindro, también son posibles
otros modelos. El radio en este modelo de la figuede tener unos 7 mm, lo que
corresponde a 1,75 cm en el original.

W R9 Km8 9 m8 5 m8

Una poblacién de 240 ejemplared/oonlleva un volumen de unos 23000%ces de-
cir 23 I/, equivalente a un 2,3 % en términos de volumen.

Apartado e)

Se realiza el calculo de los valoresadgk con las condiciones del apartado (b).

Apartado f)

Apartado g)

El modelizado es més realista, porque aqui la dadsie poblacion de 240 ejempla-
res por metro cubico de agua se alcanza sélo péwees altos de t.
(Argumentado con ayuda del grafico o de la conaién de los valores limite)

Apartados h) e i)

Para el aumento mayor de la densidad de poblaegn,
necesario que la tasa de crecimiento sea maxima, es
decir que f’(t) = 0, que corresponde al punto de i
flexion de la gréfica. Después de 8 semanas, ds dec
sobre el 13 de diciembre del 2006, el aumento de la
densidad de poblacion es maximo, el incrementcsen e
momento es de 14 ejemplares a la semana, y la-densi
dad de poblacion est4 en torno a 120 ejemplares por
metro cubico de agua.

53
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Martin Zapf

Por razones de seguridad, los fuegos artificiadegumrdan eibunkers. El siguiente
esquema muestra un bunker de hormi

Fig. 1: Bunker de municion. Fig. 2: Representacion de
un bunker de fuegos artificiales o municion.

a) El borde superio del techo del bunker se puede describir con uneidni
polinbmicade cuarto graddElija un sistema de coordenadas apropiado vy i-
fique las condiciones para las que se puede detarra funcior , que des-
cribe el borde superit

b) Expligue como se pueden determisobre la base das condicione establecidas
en el apartado los términos de la funcion vy calculelos. Indique finalmen

los términos par: . (Solucién de control, para calculos posterior:
9+ )
c) El borde inferior del techo del bunk se puede describir mediaruna para-

bola abiertahacia abajo. Determine (si es positd@ mucho desarrollo) Ic

términosde la funcion

Si no consigue ningun resultacrealice los calculos siguientes con la funci
FTTR, ot , , que describe una semicircunferencia abie

d) Calcule lacapacidad (en My el peso total (en tilel binkei(1 n? hormigén pesa
2,4 1).

e) Los fuegos artificiales se guardan en conteneddee5 m de
, largo (las otras dimensiones se detallan en lad 3). En el banker
caben dos contenedores juntos.

Decida razonadamentsi el sitio usado en el interior del banker
los contenedoressta optimizado, y sugiera si es necesario, unare
respecto a las dimensiones del contenedor.

2,66

Fig. 3: Contenedores parm@macenamiento de los fuegos artificic



Resolucion:
Apartado a)

Sistema de coordenadas:

Condiciones:

Apartado b)

En el sistema de coordenadas escogido, la funsi@metrica.

Formula: # $ &

Apartado c)

Formula: g(x) =ax? +4
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Apartado d)

Wit u. 9M ' O9M ~ - %' 9 _ 1 -_8
g g : !

La capacidad del bunker es unos 533 m3

Wors u 9M '9M T —— — %' 9! -
g 9

n T 8

Wo st Witt u Wiert,u " 8

. b
:\U_S,,<...T 8 9 8_ 5D

El banker pesa 1920 t.

Apartado e)

Compruebe la distanca (a partir de la esquina superior derecha delecauor de la
derecha) hasta el techo del bunker, cuando logaltenedores se encuentran uno al
lado del otro dentro del bunker.




Sélo queda un espacio de unos 2 cm hasta el teghbudker, asi que el espacio
interior estd usado de manera éptima. Todavia tlodsro de todas formas, si las
dimensiones del contenedor podrian ser otras, eafgue se encaje mejor en el
espacio interior, y cuyo volumen sea también mayerel del contenedor usado.

Determinacion de las dimensiones Optimas del cedi@n(el volumen debe ser el
maximo).

El volumen del contenedor es méaximo cuando la $icpefrontal del contenedor es
maxima, asi que:

Q 9 9 9 9 - - ~  debe ser maxima.
|

dqe g - " 74 E—4- !

7 E— -9— -4 K

Las dimensiones del contenedor son éptimas corandlaura de 2,30 m y una altura
de 2,67 m.

Fig. 1: http://www.subbrit.org.uk/sb-sites/sitdsfifls_bridge_air_ammunition_park/index.shtml
Fig. 3: http://www.lagerhaus-harburg.de/lagerungfeterk.htm
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5 %

Martin Zapf

Los aviones comerciales usan para la aproximadiateaizaje un sistema conocido
como Sistema de Aterrizaje Instrumental (ILS: lmstent Landing System), que per-
mite al piloto guiar el avion en linea recta duealat aproximacion a la pista, incluso
con mala visibilidad, hasta el aterrizaje.

De esta manera, vuelan a lo largo de una linea febticua” a la direccion de aterri-
zaje, hasta que alcanzan la direccion marcadalpbSgpara finalmente empezar el
acercamiento final en direccion de las lineas sedth LS.

(Fuente:www.top-wetter.gle

Los siguientes ejercicios se basan en un sistentaatelenadas cartesiano, cuyo ori-
gen esta en la torre del aeropuerto. Todos los@atidn medidos en km.

a) La trayectoria de una aeronave anterior a la difacde aterrizaje se puede des-
cribir mediante la siguiente ecuacion lineal:

La linea que define la aproximacion ILS final, peedstituirse por la ecuacion:

!
x ' K “0' 5"

Calcular en qué punto el avion alcanza la linea ILS



b)

f)
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El avion se encuentra en la aproximacion de aggerit-S y vuela a lo largo de la
linea recta de ecuacion:

n

o ) 1 Cl u,

donde el parametrioes el tiempo en horas desde el comienzo de |xiapaoion
de aterrizaje ILS. Calcule la velocidad del avittmante la aproximacion de ate-
rrizaje (en direccion horizontal) asi como la vedad de descenso vertical.

El comienzo de la aproximaciéon de aterrizaje seuentta en el punto
" F F , el final en el punte IFF . Calcule la longitud de la pista de
aterrizaje y la direccion de aterrizaje (DesviadiéhNorte en ©)

Calcule el angulo de aterrizaje (el angulo entredil@ccion de vuelo en la
aproximacién de aterrizaje y la horizontal).

Calcule, al cabo de cuénto tiempo y en qué pAnde la pista de aterrizaje, ate-
rriza el avion, si se mantienen la misma direcdéraproximacion de aterrizaje y
la misma velocidad.

Un segundo avidn, cuya aproximacion-ILS se describdiante la ecuacion
K K
Yo 'K “C'K *

comienza la aproximacion ILS al mismo tiempo querigher avion.
Determine si durante el aterrizaje existe pelige@alision.
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Resolucion:

Apartado a)

Efectuamos un célculo del punto de interseccién de
las dos rectakei con ayuda de un sistema de ecua-
ciones. El uso de= 5 constituye el principio de la
aproximacién ILSenelpuntg "F F

Apartado b)

Calculamos los mo6dulos de los vectores “ y’ “. La velocidad en direccion

horizontal es aproximadamente 223 km/h, la velatigatical es 12 km/h.

Apartado c)

Se convierte el vectdr ’ “ a coordenadas cilindricas. La pista de aterrizje

una longitud de aproximadamente 4,1 km, y la ditecde aterrizaje es 96- 14 =
76°.

Apartado d)

Al calcular el angulo entre—  (Pista de aterrizaje)’y  “ (Direccion de aproxima-

cién) se obtiene un angulo de aproximadamehte 3

Apartado e)

La coordenada; de la rectay debe ser 0, esto ocurre p&a — —en consecuencia,

después de 5 minutos aterriza el avion en la pistaterrizaje. Se sustituyeen la
ecuacion de la recta El punto de aterrizaje € F KF

Apartado f)

PlanteamientoSe calcula el tiempt después de que aterrice el segundo avion (ana-
logo al apartado e). Se obtieries 1/10 (6 min). Como el primer avion ya aterrizo
después de 5 minutos, y el segundo avion ateregpugs de 6 minutos (1 minuto mas
tarde), no hay peligro de colisién (siempre quergher avién haya abandonado la
pista de aterrizaje). De manera alternativa se gruéglialar las ecuaciongsy h, en

este caso la solucidn= 1/6 (10 min) no tiene sentido por correspondena colision
bajo tierra.
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# 6 $

Udo Muhlenfeld

Muy a menudo, echando un vistazo al cielo, se pugdeestelas de aviones
gue se cruzan con recelo, aparentemente los avipreese cruzan pueden
colisionar si hay retraso. Visualmente no se puedair si el espacio contro-
lado esta a una altura superior a 2500 pies @t)apaltura minima de 1000 ft
(1 pie corresponde a 0,3048 m).

(Fuente: vorort.bund.ngt

a) Para los vuelos DLH 484 y BHW 111 se proporcionatesde un control aéreo
las siguientes posiciones:

Vel | (yminsy | AN | dirorcion norte- | hotizontal 7
DLH 484 11:10:10 | 34055 ft 355 147 m
11:10:15| 34009 ft 4874 1472 m
BHW 111 11:10:10 | 32956 ft -19 2305 m
11:10:15| 33012 ft 4199 1478 m

Calcule las cuatro posiciones mencionadas en tenssde coordenadas carte-
sianas con el origen en la antena de radar (reddadeen m), y determine las
orbitas de los dos vuelos de forma vectorial, dadeempo de vuelo se mide en
segundos.

b) A las 11h 10min 20s el vuelo BHW 111 se encuentrm e punto
Q F 5KF K5 . Dé la posicién en coordenadas polares como lia rehr
control aéreo (como en el apartado (a)), y detegrf@rdistancia entre el vuelo y
la antena de radar.

c) Calcule la velocidad de desplazamiento de los diones.

d) Verifique si se cortan las trayectorias de vuelo.

e) Calcule qué punt® de la superficie terrestre es sobrevolado poddssaviones.
(Para control! 5"F5K )

f) Determine con qué diferencia de tiempo sobrevuedos aviones este punto.

g) Calcule la diferencia de altura a la que sobrevulels.dos aviones este puito
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Resolucion:
Apartado a)

Conversion de coordenadas polares en coordenadesiaaas:

Vuelo Hora (h:min:s) X y Z
DLH 484 11:10:10 85 m 120 m| 10380 m
11:10:15 1101 m 977 m| 10366 m
BHW 111 11:10:10 -76m 2304 m| 10045 m
11:10:15 987m 1100 m| 10062 m

Las orbitas de los vuelos vienen descritas vedtogiate por:
" !
DLH 484: * “C'K *

BHW 111: ° T “0 "

Apartado b)

Distancia horizontal: 2057 m
Angulo: - 2,7, asi que la diferencia con la direccion norte9gs?’

, K K5 "K=

Distancia’

Apartado c)

Los vectores velocidad ya han sido calculados epattado a), los valores de la velo-
cidad de desplazamiento seran:
DLH 484:
!
" 'K “DFF N! K " 4 8no45Kz8n—

1

BHW 111:

© + v «“DFEE N " ! 4! 8no4 z8n—
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Apartado d)

Resolver el sistema de ecuaciones:

Las trayectorias de vuelo no se cortan.

Apartado e)

El punto en comun tiene coordenadaO, asi que:
85 +203,2=-76 + 212,6 (1)

120 + 171,4 = 2304 — 240,8 (2)

Solucionest = 4,98 ys = 5,52

Sustituya por ejemplsen el sistema de ecuaciones de coordenadas yie
X=-76 +5,52212,6 = 1098

y = 2304 — 5,52240,8 = 975

El punto buscado €s 5"F5K

Apartado f)

A partir de los resultados obtenidos en el aparéggdo
5,52 — 4,98 = 0,54s

Este punto serd sobrevolado por ambos aviones mardiferencia de alrededor de
medio segundo.

Apartado g)

10380 - 2,84,98 = 10366 y 10045 + 3,8,52 = 10064.

La diferencia de altura a la que sobrevuelan elgBres de 302 m.
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Ulrich Droste

La torre de control de la foto del
aeropuerto Munster-Osnabrick, sin
el eje circular y de forma simplifi-
cada, tiene el plano horizontal que
se indica abajo a la izquierda (un
hexagono regular), y de plano ver-
tical el indicado abajo a la derecha
(todas las medidas en metros).

a) Cree un dibujo en tres dimensiones. Dé las cood#ende los 7 puntos que limi-
tan el tejado.

b) Dé los vectores dibujados en el tejado. Determlidg@gulo entre los dos vectores.

c) La pista de aterrizaje del aeropuerto se debealatg 1430 m a 3500 m. Las
ecuaciones de las rectas que definen los bordeallzs de la pista de aterrizgje

y g son:
° & 1 n 13 ° 1 ! 13 Con
pepK y
|
° 1 1 13 ° ) 13 Con

¢ Qué distancia hay desde la regitla parte mas cercana a la torre) a
la cuspide de la torre?
Muestre que las rectag y g, son realmente paralelas entre ellas. Calcule lauaac
de la pista de aterrizaje y demuestre que de venidel 3500 m de longitud.
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Resolucion:

Apartado a)

Dibujo de forma clara y precisa en un sistema adedemadas el cuerpo en tres dimen-
siones.

Apartado b)

5 " 5 Kt 5
# 11 oty g 0 o
K K K K

El angulo entre los vectores 8s59,3°.

Apartado c)
Cuspide:q !'" FF .

Se busca el punt® de la recta con la con-
dicion de que el vectdiq sea perpendicu-
lar al vector director de la rectn, lo que
significa que el producto escalar debe ser
igual a 0.

Se obtiene;e ——
ydeahi " K ! B K F

La distancia entre los puntés y Ses la
distancia entre la cuspide y el limite de la
pista de aterrizajg, es decid = 119,32 m.

Los vectores de direccion son linealmente depetelien el punto de muestreo
F F ™ no es solucién de la ecuaciéon de, de esta forma las dos
rectas son realmente paralelas.
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Para determinar la distancia de las rectas pasagel@etermina por el mismo
procedimiento que anteriormente la distancia egitprintoSy la rectag;:

Se toma el punto dg Q F F y se busca el punt® deg; tal
que el vectof®* sea perpendicular a la rega

Conk = 6,5 se obtiene el punto de* F F y de ahi el modulo
del vector®* es la anchura de la pista de aterrizaje es 60 m.

El comienzo del borde derechg; de la pista de aterrizaje es el punto

F" F . El punto final del borde derecho se obtiene damkal valor de
700 como el punto ! F5 F . La longitud de la pista de aterrizaje es la
distancia entre los dos puntos. Entonces la distaterrizaje tiene efectivamente una
longitud de 3500 m.



a)

b)
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Ulrich Droste

Desde el suelo se observa un Airbus y se anotapakisiones. Inicialmente es-
taba en el punt@Q ! F5 B (en metros) y después de 20 segundos en
el punto* 5K F !

Identifique, con la condicion de que la riitasea una linea recta, una ecuacion
paramétrica.

Determine el vector de direccion de forma que délacidad del avion en metros
por segundo relacionado con los ejes de coordemasipsctivos.

Calcule la velocidad del Airbus.

La pista de aterrizaje esta a una altura de 278hresel nivel del mar. Determine
donde y después de cuantos minutos a una velogidadccion constante se con-
sigue el aterrizaje.

Un Jumbo 747 vuela en la ruta de vugl@on: ' “ X' “ Demuestre
5!
que las dos trayectorias se cortan.

Calcule:
(i) en qué punto se cortan las dos rutas,
(i) donde se encuentra el Jumbo cuando el Airbus estipunto de corte y

viceversa,

(i) si se ha respetado en ambos momentos la distamcsagiiridad de 340
m,

(iv) qué angulo de corte tienen las dos trayectorias.

Un jet pequefio se inclina a tiempo 0 en la trayechg con la siguiente ecuacion:

K
¢ ) 5 K L ) u.
5!

Compruebe que ésta es igual a la trayectodal Jumbo.

Como un Jumbo crea una turbulencia de aire (estdbalenta) detras de él, un
avion pequefio debe respetar una distancia del Jdenpor lo menos 11 km.

Determine si éste es el caso y tenga en cuenttaqueén ha de comparar las ve-
locidades de cada uno.
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Resolucion:

Apartado a)
La ecuacion para;fes:
! 5K I ! ! !
75 e 5 “ 75 e 7 “ 5 " C’
5 5! 5 5 5
dondet es el tiempo desde el instante 0 en segundoselogigdad del Airbus es de

206 m/s 6 742 km/h. Después de 1830 s = 30,5 mirategiza en el punto
L!'K F "5" FK

Apartado b)

Del sistema de ecuaciones se obtiene una soluaiga,do que quiere decir que las
rectas se cortan. El punto de cortggds F ! . El Airbus esta en el punto de
corte después de 15 segundos, en ese instantmied Bstd en ! F ! .

El Jumbo estaba 5 segundos antes en el punto tks earese momento el Airbus
estabaen " FK B . Como muestran las dos medidas, se supera claramen
te la distancia de seguridad de 340 m. El 4nguloade de las dos trayectorias es:
e4 "a a K'a

Apartado c)
Los vectores de direccion son linealmente depeteieentonces:

El punto de muestreo indica que las trayectoriasdénticas. La distancia a tiempo 0
es de 13,6 km, es decir mas de los 11 km necesanogelocidad del Jumbo es de
231 m/s = 832 km/h y es mayor que la del Jet quees85 m/s = 666 km/h. Como

los dos aviones vuelan en el mismo sentido, siesprespeta la distancia de seguri-
dad de 11 km.
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Gilbert Greefrath

Fuente: http://www.fertighaus.biz/fertighaeusetifgraus/Hebel Haus_GmbH_374.htm#

La foto muestra una casa terminada. Se ha hecloognis en dos dimensiones sim-
plificado de la casa. No se han tenido en cuestgdotos de los muros ni los voladi-
zos del tejado. Una unidad de longitud es un mé&stos datos se transfieren a un
sistema de coordenadas tridimensional, para imastigunas propiedades de la casa.

a) Cree con ayuda de las imagenes en dos dimensiarano en tres dimensiones
de la casa y determine las coordenadas de lopurges que limitan por delante
el tejado del mirador.

b) Determine los dos vectores que describen la pafentera del tejado del mira-
dor. Calcule su longitud y el angulo entre ellos.

c) Determine la recta, en la que se encuentran eldeguierdo del mirador (visto
desde arriba) y el tejado de la casa. Calculegillarentre los dos tejados.

d) Calcule en qué tres puntos se encuentran los bded@sjado del mirador con el
tejado de la casa.

e) Determine el tamafio de la superficie del tejadontiehdor que se debe recubrir
con tejas.

f) Las ventanas del mirador deben estar, por razatestirales, a una distancia de
30 cm del tejado. Determine si se cumple esta camgisi en vez de las dos ven-
tanas de la foto se construye una gran ventanandie3ancho y 2 m de altura. La
ventana debe empezar a 3m por encima de la plajata b
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Resolucion:

Apartado a)

El boceto de la casa puede ser:

Las coordenadas de los 3 puntos clave son:
Q5 F F ,*5 FF y§s5 F F

Apartado b)

Y

La longitud de uno de estos vectores es:
X —4 8

El &ngulo entre los dos tejadoseed ! "a
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Apartado c)

Para determinar la recta de interseccion entreldastejados, se deben encontrar las
dos ecuaciones de ambos planos y finalmente idaslar

13 b “ ki " b 13
> fucel ° X

1 ) 13 — ) 13 1 13
> teusze * = €

Igualando las ecuaciones correspondientes se epeetre otros resultados

— g

Después de sustituir en la segunda ecuacion vy ificapl se obtiene la ecuacién
lineal:

5
S. ‘ 1 “ € ’ |n| “
! nK
Una posibilidad para determinar el angulo es detenmos vectores normales de los
planos mencionados.

ez ’ “ Y 1 “ 1 “ y ez ’ “ Y ’ “ ’ “

En particular, es posible obtener el segundo vewional mediante la argumentacién,
sin necesidad de calculo. El angulo entre los glaesultee 4 a
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Apartado d)

La ecuacion del plano es:

13 b “ ki [ b 13
> fucel’ ° X .
| | |

Las ecuaciones de las rectas son:
S ° 1] ki [ = ki H’ S ° 1] " [ = ki [ S ° 1] ki [ = b “

Las intersecciones se pueden determinar con ayuda distema de ecuaciones.

Obtenemos los siguientes valores para

Sustituimos el valor dm en las ecuaciones y obtenemos los siguientes gaunto

" KKFF ,» KKF F 'y " F F.

Apartado e)

Se debe encontrar el purdo K KF  F . Este limita (en angulo recto) con el trian-
gulo” G

El tridngulo tiene la superficie:

q --6-9*%6- 8

El rectdngulo tiene la superficie:

q -660-96- 58

Para todo el tejado se deben sumar estos valal@slgrios, se obtiene una superficie:

a 9 q q 58

Apartado f)

Aqui hay un ejemplo de la determinacion de la digtacon ayuda de la distancia del
punto a la recta:

S. ¢ ’ [, ’ “ y ” 5 F K F
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Paralos puntoBye 5 F « F « sedalacondicion:> &

Este sistema de ecuaciones tiene como solueién:— y se obtiene con ayuda del

puntoe 5 F! F " wuna distancia de 0,305 m. De esta forma se culamendi-
cion.
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Udo Mihlenfeld

Después de la puesta en marcha de la iniciafiviavor del ferrocarril en la Alema-
nia Central aument6 el niumero de viajeros sin billete en w¥3%. Segun la infor-
macién del servicio de transporte de Magdeburgueiero de pasajeros el afio pasado
fue de 62 millones, la cantidad de viajeros piladin billete — segun el periédico
“Volksstimmé— fue de 32000.

a) Compare estas cantidades e interprete el resultado.

b)

c)

Dos inspectores suben en la parada “Nicolaiplatzlie tranvia de la linea 10 en
direccion al centro y controlan a 42 pasajeros.l&Eparada “Alter Markt” se
cambian a un tranvia de la linea 6 en direcciosdiid, en donde comprueban a
otros 56 pasajeros.

(Fuente: www.mvbnet.de)

Calcule basadndose en una cuota de pasajeroslisie ki€ un 4% del total de
pasajeros, la probabilidad de que los inspectdrapen al menos 2 pasajeros
sin billete en estos dos controles.

Calcule cuantos pasajeros sin billete se debemarsgre estos dos controles.

Calcule la probabilidad de que entre los 42 passjde la linea 10 no haya
ningan pasajero sin billete.

Determine cuantas personas se deben comprobagyaia probabilidad de
encontrar a un pasajero sin billete sea superi@b%.

La cantidad de pasajeros sin billete es valida edlel caso de que cada pasajero
se controle con una probabilidad Si este valop es demasiado pequefio, el
namero de pasajeros sin billete aumentara espédatarante; si el valor es dema-
siado grande, se pierde la recaudacion de losetDddncepto de multa. A conti-
nuacion suponemos que el pasajero hace una me&i2 dajes al mes y se tie-
nen en cuenta los siguientes supuestos:

El precio medio por pasajero y trayecto es de €£,20
El porcentaje de pasajeros sin billete es de 4%.

Un pasajero habitualmente sin billete se vuelveebtincuando se le controla
por lo menos dos veces en sus 52 viajes.

Un pasajero honesto se convertird en pasajeraltebsi nunca se le con-
trola en sus 52 viajes.



vi)
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Justifique que la probabilidad de que un pasajabitiralmente sin billete se
vuelva honesto, se describe segun el término

Justifique que la probabilidad de que un pasajeresto se convierta en un
pasajero sin billete, se expresa segun el término

Determine con ayuda de un diagrama de arbol denigetes un término de
funcionP; dependiente de, que un pasajero cualquiera al final del mes via-
je sin billete. [para control:” " ]

Determine un término de funcid® dependiente dp, que un pasajero cual-
quiera se vuelva honesto a final de mes.

Represente graficamente las dos funciones coralssBad y describa su evo-
lucion.

Determine para quges maximo el ingreso por pasajero.

vii) Explique el impacto de doblar la multa.
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Resolucion:

Apartado a)
NuUmero de pasajeros sin billete atrapaqggs— =0,05%.

0
El nUmero de pasajeros sin billete atrapados ehionoenor, ya que son muchos los
casos no denunciados. Es posible también, qualieation de la iniciativa “A favor
del ferrocarril en la Alemania Central” se refierdos trenes, pero no a los autobuses
ni a los tranvias de la ciudad.

Apartado b)

i)  X: Numero de pasajeros sin billete de un total d®@®pasajeros controlados

” I h ” i ” i 5 K¢
i) El valor esperadd § 5"9 15 . Se esperan cerca de 4 pasajeros sin
billete.

iii) Y: Nimero de pasajeros sin billete en los 42 passjgontrolados

_— "o
iv) Z: Numero de pasajeros sin billeterepasajeros controlados
TO¥r h 5
T¥ h 5 N "md 5 ;
5 Th
5 1/ Se deben comprobar por lo métdos

Apartado c)

i) P(Viajeros sin billete seran honestos) =

Explicacién:P(minimo dos veces controlado) =RA(- controlado una vez o nunca
en 52 viajes). Nunca controlado en un viaje , en 52 viajes , contro-
lado una vez en 52 viajes, no controlado en 5ksjas decir

i) P(pasajeros honestos seran pasajeros sin billete) =

Explicacién: no controlado en un viaje , no controlado en ninguno de los 52
viajes, es decir

ii)



iv)

Vi)

vii)

” 5 N . N

diagrama de arbol, o bieR; = 1 —P; con la regla para la situac

El grafico de iii): La probabilidad de que un pa-
sajero honesto a final de mes viaje sin billete,
disminuye muy rapidamente con la frecuencia de
los controles y alcanza cgn= 0,058 una pro-
babilidad del 5%.

El grafico de iv): La probabilidad de que un pa-
sajero que suele viajar sin billete, a final de mes
sea honesto, aumenta mucho con la frecuencia
de los controles y alcanza pava= 0,075 una
probabilidad de 98%.

El ingreso de media por pasajero es:
9 ” 9 ”

De forma gréafica se alcanza un maximopde 0,05, los ingresos de media por

pasajero es de 1,26 €.

Doblar la multa genera unos ingresos de 1,47 € uoanprobabilidad de control

dep=0,034.

Aqui se puede usar la calculadora para probar ghdto de la variacion de los
distintos parametros (probabilidad de control, ingpde la multa)

; a partir del
i6n contraria.

Ejercicios de Estocastidar7



78 | Ejercicios de Estocastica

i % %

Ulrich Droste

En el comedor de una empresa comen y beben cadmakdab00 personas. Se puede
elegir en el comedor entre tres tipos de bebideB AC. Los clientes eligen todos los
dias. Se ha comprobado, que los que eligen Aaasiduiente un 20% elige B y un
20% elige C; los que eligen B, al dia siguientelQ%o elige A y un 20% elige C; los
que eligen C, al dia siguiente un 10% elige A y10fo elige B. El resto permanecen
fieles a sus bebidas hasta el dia siguiente.

a)
b)

d)

e)

Dibuje un diagrama de procesos y una matriz desitim.

Después de una renovacion del comedor, en el dépeura que es un lunes,
eligen un 25% de los clientes la bebida A, un 38® i/ un 40% la C. Determine
la distribucion de la probabilidad para el viernglsyltimo dia de la semana, es
decir 4 dias después.

Calcule la probabilidad de que 120 bebedores ag &a siguiente

menos de 20 beban la bebida B
mas de 30 beban |la bebida B
entre 15y 25 beban la bebida B

y con cuantos cambios de bebidas de A a B deldaroeircomedor.

Determinar cuantos dias después de la renovaciis del 49,5% de los clientes
han elegido la bebida C.

Especifique la matriz limite y determine con cuérabidas de cada clase debe
contar la direccion del comedor a largo plazo.

Como el comedor ha comprado demasiada bebida ézaaresta bebida un dia a
mitad de precio. Los 500 clientes aprovechan leaf®etermine la fecha en que
se alcanza la distribucion de bebidas anteriomie que la matriz de transicion
no se vea afectada por este evento.
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Resolucion:

Apartado a)

Apartado b)
o ! ©

Al final de la semana, el 20% beben la bebida 81ébla By el 49% la C.

Apartado c)
La variable aleatoriX (NUmero de clientes con la bebida B) e B.- distribuida.

Con una probabilidad de (ver abajb)i/ " ip 5 K4 ¢
menos de 20 personas beben la bebida B.

Con una probabilidad de j h'! ” ip! 5K54 K¢ mas de
30 personas beben la bebida B.

Con una probabilidad d& pjp ip Tip
4 1¢ entre 15 y 25 personas beben la bebida B.

£ @ 9 , el comedor debe contar con 24 cambioé deB.
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Apartado d)

Después de 5 dias la probabilidad esta por deledjd3J5%. Después de 6 dias, se
obtiene 49,53%.

Apartado e)
La matriz limite G es:

Multiplicando el vector de distribucion limife © ! © por el nUmero de clientes, se
obtiene que a largo plazo, 100 clientes eligerelzida A, 150 la B y 250 la C. Multi-
plicando por el vector ~ ©y probando por tanteo, se obtiene, que la sibnaaite-

rior se alcanza otra vez después de 13 dias.
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Torsten Fritzlar

En el 2002 fueron las primeras elecciones parlaami@sten un pais con dos partidos
politicos. Para un andlisis sencillo se pueden tdosgados candidatos por separado.
En el 2004, por motivos politicos, se tuvieron faeer nuevas elecciones. En el afio
2002 el partido A obtuvo el 62,7% de los votospyg dfios mas tarde solo el 41,6%.

La siguiente tabla da una muestra de los resultdelds votacion para el partido A en
el afio 2002 y en el 2004 en los 12 cantones dgl pai

Canton | Votos para el partido A en 2002X) Votos para el partido A en 2004

1 58,1% 36,0%
2 60,1% 42,1%
3 59,1% 41,2%
4 65,9% 45,2%
5 58,8% 38,8%
6 60,2% 40,1%
7 63,1% 41,6%
8 58,2% 38,9%
9 68,5% 45,6%
10 73,1% 51,5%
11 80,2% 54,8%
12 85,0% 52,3%

Se puede tomar como primera aproximacion, quedmebpais, ep por ciento de los
anteriores votantes del partido A, ahora votanaatigp B. Reciprocamente], por
ciento de los anteriores votantes del partido Buvatl partido A. Se considera que el
ndmero de votantes es constante (para este espatale tiempo).

a) Demostrar que la hipotesis tedrica de la oscilad®fos votantes, sigue una rela-
ciénlineal2 = € con = <oy

b) Demostrar que los supuestos tedricos se ajustanables datos empiricos. De-
termine con los datos empiricos, los valores apragdbs para los parametnosy
ny de ahi para los porcentajps q.

Los resultados electorales de todo el pais dedssos se pueden simular a través de
las urnas:

Urna 1: 627 bolas negras y 373 blancas;
Urna 2: 416 bolas negras y 584 blancas.

Las dos urnas no se distinguen en su exterior.

c) Se elige una urna al azar y se extrae una bolan€gicule la probabilidad de
que sea de la urna 1.
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d)

f)

9)

Sobre esta base, se puede disefiar un “test deomriento de urna”: Elija una
de las urnas y saque una bola. Si es negra, se paetd que es la urna 1y si es
blanca de la urna 2. Calcule la probabilidad deajueste test no se tome una de-
cisién equivocada.

Para reducir la probabilidad de error se propongidaiente modificacion. Elija
una urna al azar y sacar una bola 20 veces segdielgsués de comprobar el co-
lor la devuelve a la urna (antes de coger otra) bSlanas de la mitad de las bolas
son negras, entonces es la urna 1, de lo congaréola urna 2. Calcule para la si-
tuacion descrita la probabilidad de ergrque se reconozca como la urna 2
habiendo elegido la urna 1

Calcule la probabilidad total de error de estet“t#s reconocimiento de urna”
modificado.

El método propuesto en e) también se puede realiramas de 20 extracciones.
Determine el menor nimero de extracciones, paraiulisr la probabilidad de
errora de la regla de decisiotver e)) por debajo del 5%
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Resolucion:

Apartados a) y b)

Se introducen los valores dados en la calculagosa,
realiza una regresion lineal.

La ecuacion de la recta de regresion es (1)
2 9 I

Del planteamiento (El elector fluctuante-€¢) se obtiene que

2 9 9—

Se transforma en

«|=

2 9

Se comprueba la linealidad entre y. Comparando con (1) se obtiene
e yil!ege

Para el control se elige un dato empirico cercaleoracta, por ejemplo (68,5; 45,6).
Se obtiene

| !
"y - " 9— K

iBuena comprobacion!

Apartado c)

Con una probabilidad d&— se coge una bola negra de la urna 1.

Apartado d)
Primera posibilidad de error:

Se elige la urna 1, se obtiene una bola blancaunamprobabilidad de— y
se concluye que es la urna 2. De ahi la probadiligeerror es 0,373.

Segunda posibilidad de error:
Se elige la urna 2, se obtiene una bola negra camprobabilidad de y se
concluye que es la urna 1. De ahi la probabilidadrdor es 0,416.

El error conjunto se obtiene de9  IK! 15
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Apartado e)
Se coge 20 veces una bola (con devolucion).

Si se elige la urna 1, se obtiene para la varialglatoria X = NUumero de bo-
las negras obtenidas”

K Y IKI %
" ih - .9 %0 9 %0
y®
La probabilidad de err@ que se reconozca como la urna 2, aunque sealijméa 1,
es "" K
Apartado f)
Si se elige la urna 2, entonces
y " ay
T h - . 9° %o 9 ™ %o
y®
La probabilidad de error que se reconozca como la urna 1, habiendo elégidna
2,es 0,161
"t u_TuTPVE9”  °97

donde los factores de probabilidad ya que al no diferenciarse
exteriormente, hay la misma probabilidad de elegaiquiera de las urnas. Se obtiene

9 K K

Apartado g)

La probabilidad de erraa
se puede reducir con mayor
namero de extracciones. Si
se extraen por lo menos 48
bolas, se minimiza el error
a menos del 5%.

La funciénf tiene por ecuacion

y®t@
K Y IK! @gy
- . 9” %0 9 - %o
y®

y de ahi se obtiene el valor de.

Se observa que para un numero impar de extraccisaesumple la
condicion a partir de 41.
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7%

Udo Muhlenfeld

(Fuente: www.yopi.de)

Desde hace 30 afios existen a la venta los condoign®s sorpresa. Cada afio apare-
cen en el mercado de 2 a 3 series de figuras gelog de 150 juegos de montaje.

Especialmente las figuritas de los huevos sormesadeseadas por coleccionistas. A
través de busqueda, sacudidas, balanceos y estoElmleccionistas prueban antes

de comprar el contenido de los huevos. Debidogada subida de precios de todas las
viejas figuras, existen desde hace algunos afitsfidaciones desde accesorios a
figuras completas.

(Fuente: de.wikipedia.org/wiki/Uberraschungsei)
Por experiencia se sabe que de cada 7 huevostiéraofigura.

a) Los huevos se ofrecen en internet en paquetes denidades por 35,99 €.
Calcule la probabilidad de que, si se compra elipggentero

(i) no haya ninguna figura,
(i) como mucho se encuentren 4 figuras.

b) Calcule cuantos huevos se deben comprar para ouejnc99% de seguridad, se
encuentre al menos un huevo sorpresa con una figura

c) Robert encuentra en internet (www.tutututututu.eeitntml) una calculadora de
probabilidades de huevos sorpresa, con cuya aputtayés de prueba, obtiene
que se deben comprar al menos 189 huevos sorpasague las posibilidades
de obtener las 10 figuras de una serie, sean dgulalienas que de malas.

Robert considera como se calcula esta cantidadpopeiona el siguiente célculo:
"53K K , porlo que la probabilidad se calcula

9 9 919 9 9 959"
K
Explique a Robert sus consideraciones y los erdges razonamiento.

5
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d) En lugar de aprovechar la oferta de internet, amcaieen una tienda la siguiente
oferta:

Huevos sorpresa originales en paquetes de 72 piezas
25% descuento, si encuentra 15 figuras o mas
50% descuento, si encuentra 20 figuras 0 mas
100% descuento, si mas de la mitad de los huevosi@ten figuras

Determine a qué precio el distribuidor debe vetalepaquetes de 72 piezas, para
que no gane menos a largo plazo que en comparaciorl precio normal de
venta.

Sven, amigo de Robert, es de los que creen estiazgagemas de eleccidn descri-
tas anteriormente, es decir, que un huevo conigneafse puede encontrar con
una probabilidad superior a un séptimo. Sven bwessajcha, sacude y pesa cada
uno de los 72 huevos, que finalmente elige y confpodert le ridiculiza, ya que
tiene dudas de la capacidad de Sven.

1.

Explique, desde la perspectiva de Sven, que lanafion “la experiencia
demuestra que en 1 de cada 7 huevos hay una figura&s correcta si se en-
cuentran muchas figuras.

Robert decide abandonar sus dudas y creer en kbilplades de Sven,
cuando ha encontrado mas de 14 figuras. Expliquestsncontexto el error
de primera clase y calcule su probabilidad.

Deducir una nueva regla de decision para el casqudda probabilidad de
error de primera clase esté por debajo de 1%.

Naturalmente también es posible que Sven tendmeate la capacidad in-
dicada, que por casualidad, esta vez haya figuras ks relativamente po-
cos huevos sorpresa comprados.

Calcule para la ultima regla de decision estab#dal probabilidad asociada
en funcion de su tasa de éxito

Determine la relacion de forma grafica e interposte
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Resolucion:

Apartado a)
(i) La probabilidad es 0,002 %.
(i) La probabilidad es 1,7%.

Apartado b)
X es el numero de huevos sorpresa con figura.

”

ir r 55 quiere decit | p
t

AR%op D€r!

Se deben comprar por lo menos 30 huevos.

Apartado c)
Su razonamiento:
Con una probabilidad de 1/7 hay 27 figuras en 18%bs.

Partiendo de estas 27 figuras se puede usar l@narifigura con la probabilidad
de 1 para la coleccion.

Con la probabilidad 26/27 la segunda figura esndéste la primera, asi que Util
para su coleccion.

Ya que la serie se compone de 10 figuras, la pititeadh de que la décima figura
sea distinta a las 9 anteriores es de 18/27.

Sus errores:

Se pueden obtener mas o menos de 27 figuras etB®iuevos (distribucion
binomial)

Las 27 figuras no son todas distintas, sino quesiby 10 tipos, asi que la proba-
bilidad de que la segunda figura sea distinta gheitaera no es 26/27.

Apartado d)
x es el precio para un paguete de 72 piezas emofert
Descuento | Preciok P(Preciok)
100% 0 0
50% 0,5« 0,00214 -0 =0,00214
25% 0,75 0,08261 - 0,00214 - 0 = 0,08047
0% X 0,91739
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9 K9 "K 9 5KI5 I'55

El precio deberia ser de 36,77€, también podridefeal precio original y asegurarse
el negocio a través de un importante volumen déagen

Apartado e)

1. Segun su punto de vista, puede ser mejor su cagmhaidando compre mas hue-
vos con figuras que el promedio.

2. Error de 12 clase significa que se ha rechazaddipdtesis verdadera. Aunque 1
de cada 7 huevos sorpresa tiene una figura, Rotlmsterroneamente en la capa-
cidad de Sven de tener mas porcentaje de aciertos.

La probabilidad de que se encuentren mas de l#dafigguando uno de cada 7
huevos tiene figura, es del 8,3 %.

3. Rechazando la hipotegis= 1/7 cuando en los 72 huevos se encuentran mi8 de
figuras. La probabilidad de que Sven ha elegidazal los huevos con las figuras

es de 0,5 %.
4. Para calcular la probabilidad p " en funcion de su porcentaje de acieos
h nK e” ip "o K y ay

y®

5. Las probabilidades correspondientes son menorax) &b probabilidad de acier-
to de Svenp, esté lejos del valgy = 1/7. Cuanto mayor sea su capacidad, menor
es la probabilidad de que fracase en este test.



